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LIVRE  QUATRIEME. 

THÉORIE   DES    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

(Suite.) 

CHAPITRE  Y. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES. 


§  I- 

DES  SYSTÈMES  d'ÉQUATIOKS  DIFFÉREKÏIELLES  SIMULTANÉES  EN  GÉNÉRAL 

932.  Etant  données  n  équations  finies  entre  /z -f- i  variables  et 
n  constantes  arbitraires,  si,  entre  ces  n  équations  et  les  n  autres 
équations  qui  résultent  de  leur  différentiation  immédiate,  on  éli- 
mine les  n  constantes  arbitraires,  on  obtiendra  n  relations  entre 
les  n  -f-  I  variables  et  les  n  dérivées  de  n  quelconques  d'entre  elles, 
|)rises  par  i^apport  à  la  (/.•  +  i )"■""",  que  l'on  considère  comme  la 
variable  indépendante. 

Ces  n  équations  différentielles  simultanées  seront  équivalentes 
aux  équations  primitives  proposées.  En  effet,  les  équations  pro- 
posées peuvent  être  supposées  résolues  par  rapport  aux  n  con- 
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>taiites,  cl  MUSCS  sons  la  loiiiic 

En  «linV'iciitianl  (M's  dciriirrcs  relations,  on  ohlirnt  les  rquallons 

cqnivalcnlcs.  d'une  jiart,  anx  ('•qualions  didiTenliclles  qui  résullcnl 
lie  l'cliniinalion  de  Ci,  T.^,  ....  d,  el,  d'aiilrc  part,  aux  équations 
proposées,  qu'on  en  déduit  imniédiatcnient  par  l'intégration. 

Il  r.iiit  loiitdois  (aiic  ici  des  réserves  analogues  à  celles  ([iic  nous 
:i\ons  laites  pour  les  équations  à  deux  variables,  relativenicnt  aux 
lactcurs  étrangers  el  aux  solutions  singulières  proprenienl  dites. 

933.  Si  les  //  équations  proposées  renfermaient  plus  de  ii  con- 
stantes, soit  n-hk,  il  faudrait  alors,  pour  pouvoir  faire  l'éliniina- 
lidu  <Ic  loutes  ces  constantes,  diflerentier  j)lus  dune  lois  une  ou 
plusieurs  des  équations,  de  manière  que  le  nombre  total  des  dillé- 
rentialionscfrectuées  fût  égal  au  nombre  n  -hÂ  des  constantes,  il 
en  résulterait  ainsi  2 « -i- A"  équations,  entre  lesquelles  on  élimine- 
rait les  /i -h  K  constantes,  et  l'on  obtiendrait  par  là  ti  équations 
simultanées,  dont  quelques-unes  au  moins  seraient  d'un  ordre  su- 
périeur au  premier  par  rapport  à  certaines  variables. 

On  voit  «pie  des  mêmes  équations  finies  on  [)eul  tirer  plusieurs 
svstènies  équivalents  d'équations  différentielles,  (chacun  des  sys- 
tèmes ainsi  obtenus  sera  dit  un  svstèmc  d'ordre  //  -+-  A,  parce  qu'il 
équivaut  à  un  système  d'équations  finies  renfermant /z  H- Â  con- 
stantes arbitraires. 

93  i.  r»(''(  ij)ro(pi('inent,  élaul  do  11  ni'  i\n  système  d'é(ju;tl  ions  difié- 
rentielles  simultanées,  ce  système  correspondra  à  un  certain  sys- 
tème iW't/ nations  intégrales.  On  peut  le  faire  voir  soit  en  mon- 
liaiil  qu'un  système  d'équations  différentielles  simultanées  peut  se 
ramener  à  une  seule  é(piali()n  dilb'i'ciit  lelle  e(ind)inée  avec  des 
«'•«jiialious  finies,  soil  en  ramenant  ce  même  sNstèmeà  un  s\slème 
d  é(piations  dillVreiilielles  simultanées  du  premier  ordre. 

SmenI,  j)a!'  e\eiii|ile,  le>  deux  édualioiis 

1  'f{i,  -r,  •  •  -,  ■'■^■'K    y,  ...,.)(">  )  —  o, 
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entre  les  vainables  t,  x,  j  et  les  dérivées  des  divers  ordres  de  x  et 
de  j-  par  rapport  à  t,  pris  comme  variable  indépendante.  En  dil- 
lérentiant  la  première  de  ces  équations  v  fois,  la  seconde  ii  fois, 
on  obtiendra  en  tout  //  H-  v  +  2  équations,  entre  lesquelles  on 
pourra  éliminer  j^  et  ses  /^  +  v  premières  dérivées.  11  en  résultera 
une  équation  différentielle  entre  x  et  t,  dont  l'ordre  M  sera  égal 
au  plus  grand  des  deux  nombres  ni  -\-  v,  n  -h  u.  De  cette  équation 
on  tirera,  par  l'intégration,  x  exprimé  en  fonction  de  t  et  de  M 
constantes  arbitraires,  et,  en  éliminant,  entre  cette  équation  inté- 
grale et  les  n-\-  V  -\-  i  autres  équations,  x  et  les  /^  -j-  v  dérivées 
de  7,  il  restera  une  relation  entre  j",  t  et  les  mêmes  M  constantes 
arbitraires. 

L'ordre  de  l'équation  finale  et  par  suite  aussi  le  nombre  des 
constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  équations  intégrales 
peuvent  s'abaisser  lorsque,  pour  l'élimination  àe  y  et  de  ses  déri- 
vées, on  n'a  pas  besoin  de  différentier  les  équations  un  aussi  grand 
nombre  de  fois  et  d'employer  toutes  les  n  -\-  v  -\-  1  équations  pré- 
cédentes. 

Généralement,  étant  données  A"  équations  différentielles  simul- 
tanées entre  k-\-i  variables,  on  éliminera  d'abord  une  des  variables 
dépendantes  entre  les  k  équations,  prises  deux  à  deux,  ce  qui 
ramènera  à  un  système  de  A  —  i  équations  entre  A  variables.  On 
ramènera  de  même  ce  système  à  un  système  de  A  —  2  équations 
entre  A  —  i  variables,  et  ainsi  de  suite. 

93o .  On  peut,  an  contraire,  en  introduisant  de  nouvelles 
variables,  ramener  tout  système  d'équations  différentielles  simul- 
tanées d'ordre  quelconque  à  un  système  d'équations  différentielles 
simultanées  du  premier  ordre. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  unique  du  troisième  ordre 

/'  (h-     (I-  y     (P  >■' 

y  (l.c     ci.L-      iLl"^ 

on  pourra  la  remplacer  par  les  trois  équations  du  premier  ordre 

7-=^''  -j~  =y  y  f\''^y^y  ^J  .  ^- 

a.v  dx  \  dx 

De   même,   si  dans  les  équations  (i)  du  numéro  précédent  on 

I. 
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suppose 

c'csl-ii-dirc  si  iliacuiu'  des  ('(|uali()iis  proposées  conliciil  la  plus 
liaulc  (JériNée  de  quelcpiiiiH'  des  \aiial)les,  savoir,  ici,  la  pi'emière 
é(pialion  la  plus  liaulc  dérivée  de  x,  la  seconde  équation  la  plus 
haule  dérivée  de  y ,  alors  on  pourra  remplacer  ces  équations  par 
les  m  H-  V  équations  du  premier  ordre 

'dt~     '      dt   —'    '     "■ 

dt  -■   '     dt  ~'  '     •  • 


dA'"-'-) 

j,i'i,-i) 

di 

-,    •••,.! 

(") 

)=- 

r/)('-2) 

=^ 

dt 

.'  ^        1 

^    dyC'- 

"\ 

'       dt 

- 

=  o. 

Ainsi,  le  cas  des  éfpiallons  slmullanécs  du  prcMuier  ordre  embrasse 
le  cas  le  plus  général  des  équations  dillérenlielles  à  une  seule 
variable  indépendante. 

Le  nombre  des  équations  du  premier  ordre,  telles  ({u'ou  ])uisse 
les  résoudre  par  rapport  à  un  pareil  iioml)re  de  dérivées  des 
diverses  \ariabk's  dépendantes,  est  égal  au  nombre  des  constantes 
arljilralres  du  svstèmo  des  intégrales,  ou  à  Tordre  de  l'équation 
diflerentielle  uni([ueà  laquelle  le  svstème  est  rédut-td^le.  Ce  nombre 
s'ap|)rlle  Vordic  du  syslrine. 

1)36.  Pour  (pie  l(\s  équations  diUérenllcUes  (hi  premier  ordre 
soient  résolubles  par  rapport  à  toutes  les  dérivées,  il  laut  et  il  suflit 
que  cliacune  des  équations  d'oi'dre  quelconque  du  système  proposé 
renferme  la  plus  haute  dérivée  de  quelqu'une  des  variables  dépen- 
dantes, et  que,  si  elle  renferme  plusieurs  de  ces  plus  hautes  déri- 
vées, celles-ci  ne  se  trouvent  pas  engagées  sous  une  même  fonction 
dans  toutes  celles  des  é(|uatlons  qui  les  renferment. 

Si  cette  condition  nest  pas  remplie,  rinlrcxhictlon  de  nouvelles 
^ariables  changera  <pielques-unes  des  écjuations  et  même  ipiel- 
t[ues-unes  de  leurs  dilférentlelles  en  équations  finies,  et  à  l'aide  de 
celles-ci  on  pourra  éliminer  algébriquement  quelques-unes  des 
Niuiables  auxiliaires,  oc  qui    diminuera  le  nombre  des  équations 
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différentielles    du    premier   ordre    et   abaissera    ainsi   l'oixlre    du 
système. 

Supposons,  par  exemple,  que,  dans  les  équations  (i),  on  ait 

w  =  'j,     n  =  5,     [j.  =  2,      V  =  3. 
En  différentiant  deux  fois  la  seconde  équation 

/  dr    d'.r         dr    d-y    d^r\^ 

■  V'  ■''  Tii '  ^'  •^"'  71,:  ^'  7?^  j  -  "' 

,  ,  .  .  .        ,  d'*^■     d'' y 

on   en  tirera  deux  équations   qui  contiendront  -— -?  — —5  et  qui 

^  1  de*      dv  ^ 

feront  connaître  ces  deux  dérivées,  exprimées  au  moyen  de 

d*  x  dy     d-)      d^  y 

''  ■''  ■  ■  ■'  7^'  ■''  7/7'  TïF'  ~dt^' 

En   substituant  ces   expressions    dans   l'équation  /^=  o ,   celle-ci 
prendra  la  forme 

.    /  d'x  d^y\ 


Si  l'on  pose  maintenant 

dx          ^     dx           ^,     dx"          ^^1 

dx"' 

dx'" 

dx' 

dt  "  ''  '     cu   ~  ■'   '    dt    ~  •'   ' 

dr 

=  .r'v, 

dt     ~~ 

'■'■  7/7 

dy 

dy' 

7il  =■'' 

'     dt 

=^  .'     ) 

le  système  se  réduira  à  ces  liuit  équations,  jointes  aux  deux  sui- 
vantes : 

/,  (/,  .r,  x',    .  .  .,  x'-',  —^,    ),  ,)',/',  -j^j  =0, 
/,  X,  X  ,  X    ,     ),    I    ,    )     ,  -jj-\   ==  o, 

et  l'on  aura  ainsi  dix  équations  du  premier  ordre,  d'où  l'on  ])Ourra 
tirer  les  expressions  des  dérivées  par  rapport  à  t  des  dix  variables 
dépendantes  a\  a:',  . . .,  .r^',  T, J ',  J  "■  L'ordre  du  système  est  donc 
égal  à  10,  c'est-à-dire  au  plus  grand  des  deux  nombres  /?i4-v, 
/i  H-  y.,  comme  on  l'aurait  trouvé  par  la  méthode  du  n°  934. 

937.   Puisque  le  cas  des  équations  différentielles  simultanées  du 
premier  ordre  comprend  le  cas  le  plus  général  d'un  système  d'éqiia- 
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lions  difrércntielles  à  une  seule  variable  indépendante,  occupons- 
nous  plus  pailiciilirrcmcnt  de  ces  équations. 

Siij)posons,  par  exemple,  que  l'on  donne  deux  équations  entre 

les  quantités 

ffy      (h 

<■/./■       <l.r 

el  que  ces  équations  soient  telles  que  l'on  puisse  en  tirer  les  va- 
leurs de  chacune  des  deux  dérivées  -y- 5  - -»  en  fonction  de  jr,  y,  z. 

dx    dx 

Y     Z 

Si  l'on  représente  ces  deux  valeurs  par—)  — )  chacune  des  quan- 

tités  X,  \,  Z  étant  généralement  une  fonction  de  x^y,  z,  on 
pourra  mettre  alors  les  équations  proposées  sous  la  forme 

d.v        (I)-         dz 

Y  ^  Y  "  Z  ' 

En  appliquant  à  ces  équations  les  mêmes  considérations  qu'au 
n*^  790,  on  verra  facilement  qu'elles  peuvent  servir  à  construire, 
sur  les  ])]ans  des  xy  et  des  xz,  deux  polygones  infinitésimaux,  qui 
auront  pour  limites  deux  courbes  planes,  passant  chacune  par  un 
point  arbitraire  de  son  plan.  Soient  yo,  Zq  les  valeurs  arbitraires 
de  j ,  z,  correspondantes  à  la  valeur  donnée  Xo  de  x.  Par  chacun 
des  points  [xq,  yo),  [xq,  Zo^,  ou  mènera  des  droites  ayant  pour 
coefficients  angulaires  respectifs  les  quantités 

^-\    ^  Yo^       /^\    ^  Z^^ 
f/./.'/o         Xo  \f^-r  )  0        Xo 

Soientj'i,  Zi  les  ordonnées  des  points  de  ces  droites  qui  corres- 
pondent à  l'abscisse X|  =x^^-\-dxo•  En  substituant  les  valeurs  Xi, 
-)  I ,  ~,  dans  X,  \,  Z,  on  aura  de  nouveaux  coefficients  angulaires 

d.r)r'X,'        [d.r),         X,' 

f[ui  détermineront  de  nouvelles  droites  passant  par  les  points 
[Xi^y,),  [Xf,  z,).  En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  deux  polv- 
gones  infinitésimaux,  qui  auront  poui  limites  deux  courbes  dont 
les  ordonnées  j-  et  z  satisferont  aux  équations  différentielles 
données,  cl  dont  les  équations  renfermeronl  deux  constantes  arbi- 
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traires  7o'  ^oi  que  l'on  pourra  remplacer  par  deux  autres  con- 
stantes arbitraires,  liées  avec  celles-là  d'une  manière  quelconque. 

On  peut  considérer  les  points  (.r,  -}'),  (x,  z)  des  deux  plans 
des  xy  et  des  xz  comme  les  projections  d'un  même  point  {.v^y,  2) 
de  l'espace,  et  alors  les  deux  courbes  en  question  seront  les  pro- 
jections d'une  même  courbe  à  double  courbure,  qui  sera  complè- 
tement déterminée  par  les  équations  différentielles  dès  que  l'on 
connaîtra  un  point  de  l'espace  par  lequel  elle  doive  passer,  ou  deux 
autres  conditio^is  quelconques  équivalentes  à  celle-là.  On  verrait, 
comme  dans  le  cas  d'une  seule  équation  entre  deux  variables,  que 
toute  courbe  dont  les  équations  contiennent  deux  constantes  arbi- 
traires distinctes,  et  qui  satisfait  à  l'ensemble  des  deux  équations 
différentielles,  cjuelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  constantes,  ne 
peut  que  coïncider  avec  celle  que  nous  avons  déterminée,  dès  que 
l'on  choisit  les  constantes  de  telle  manière  que,  pour  x  =  Xq-,  on 
ait  y  =  yo,  z^=  "o- 

On  reconnaît  ainsi  qu'un  système  de  deux  équations  renfer- 
mant deux  constantes  arbitraires,  et  satisfaisant  aux  équations 
différentielles,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  constantes, 
représente  le  système  des  intégrales  générales  de  ces  équations 
différentielles,  lorsque,  pour  une  valeur  quelconque  x=^Xq^  on 
peut,  en  disposant  des  constantes,  faire  prendre  ky  eihi  z  des  va- 
leurs arbitraires  quelconques,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  lors- 
qu'on peut  faire  passer  par  un  point  arbitraire  de  l'espace  la  courbe 
représentée  par  ces  équations. 

938.  De  même,  étant  donné  un  nombre  quelconque  n  d'équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre  entre  les  n  -\-  i  variables  f ,  x, 
T  ,  ",  . . . ,  si  l'on  peut  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  chacun 
des  rapports  différentiels 

fl.v         cl  t  dz 

—,-5         ^5        —ri         •  •  •  1 

at         dl         dt 
on  pourra,  au  mo^en  des  n  équations,  mises  sous  la  forme 

,    .  dt         dx         dv 

(I)  -  =  -^-  =  ^  =  ..., 

construire  des  courbes  représentant  chacune  des  fonctions  incon- 
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nues  X.7  ,  ...  de  la  variiililc  /.  d  ]iiiss;iiif  par  dos  |)oinls  arbitraires 
du  plan.  Les  équations  de  ces  //  courbes  dépendent  des  n  valeurs 
arbitraires  que  prennent  les  ii  inconnues  J%  T  •  ...  pour  une  va- 
leur donnée  t.  =  /„  de  la  variable  indépendante,  c'esl-à-dire  qu'elles 
renferment  un  ii()iid)re  n  de  constantes  arbitraires  éj^al  au  noml^rc 
des  fonctions  inconnues  ou  à  celui  des  équations. 

939.  (îc  (pic  nous  venons  de  dire  suppose  essentiellement  que 
les  n  équations  données  soient  résolubles  par  rapport  aux  //  dé- 
rivées des  /i  variables  prises  relativement  à  la  (77 -f- iy"'""%  c'est- 
à-dire  qu'on  j)uisse  mettre  ces  équations  sous  la  forme  (i).  Alors 
l'ordre  du  système  est  égal  au  nombre  n  des  équations.  S'il  n'en 
était  pas  ainsi,  l'ordre  du  système  serait  moindre  que  Ji. 

Supposons,  par  exemple,   dans  le  cas  de  deux  é(piations  entre 

.   ,  1  ,         ,  ,   .     ,       (la:    dy      .  , 

trois  variables,  que  les  dérivées  — ?  -^  n  entrent  dans  ces  equa- 
^  <it     lit  ^ 

tions  que  renfermées  dajis  une  même  fonction 

d.r.     dy 
''''dt'   dt^ 

En  éliminant  cette  fonction  o  entre  les  deux  équations,  il  restera 
une  équation  finie  entre  /,  :i\  7  ,  dont  la  différentiation  fera  con- 

,         dy         ,.  .         ,  --/.r        .  ,,  ,      .  , 

naître  —  en  ionction  de  f ,  a*,  1  ,    .  •  01  1  on  substitue  cette  valeur 
dt  -       dt 

dans  l'une  des  équations  proposées,  le  système  donné  se  trouvera 
remplacé  par  deux  équations  de  la  forme 

d.v 

dt 

Si  l'on  élimine  maintenant  7  entre  ces  dernières,  on  aura  une  équa- 

dx      ,    ^    .        . 
lion  didérentielle  entre  l^  x,  -— »  d'où  Ton  tirera  a:  en  fonction  de  /, 

dt 

et  d'une  constante  arbitraire  C.   Par  suite,  l'équation  finie  y  =  o 

donnera  j^  en  fonction  de  t  et  de  la  même  constante.  Le  système 

donné  ne  sera  donc  que  du  premier  ordre. 

Exemple.  —  En  éliminant  -'    entre  les  équations 

d.f         dy  d.r  dy 

dt  dt  dt  dt 


f[t,  ./;,  j)=o,      F(/,  .r,y,     ^;  )  —  o. 
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rl.r     ,.  ,  ,  ... 

-—  disparaît  en  même  temps,  et  il  vient 
<lt        ^  ^ 

oj-  ■ —  X  ^^  o. 

Si  Ion  substitue  pour  dx  sa  valeur  ^tdt  dans  la  première  équa- 
tion, celle-ci  devient 

'■'''■       f  1-   •  ^       -'^    =. 

-' ho/  —  G         (loll        l=L. t-. 

dt  1 

Les  équations  intégrales  ne  conliennent  donc  qu'une  seule  cou- 

...  dx        dy     ^  .  11/ 

slanle  arljilraire,  parce  crue  —-  et  -^  n  entraient  dans  les  équations 

'-  ^        dt         dt  ' 

différentielles  que  par  la  fonction  —  h — ^-« 
1       ^  dt         dt 


940.   Ou  peut,  au  moyen  des  é(piations  différentielles,   mises 
sous  la  forme 

,     ,  dx  dv 


ohlenir  le  développement  des  fonctions  inconnues  oc.  y .  ...  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  l'accroissement  t  —  /o 
de  la  variable  indépendante.  En  effet,  par  des  différentiations  et 
des  éliminations  successives,  on  tirera,  comme  aux  n"*  792  et  800. 
des  équations  (2)  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  d'ordres  su- 
j)érieurs 

d-x      d'Kr  '/'.''      d'^  Y 

di-         dt'  dt'  dt' 

exprimées  au  moyen  des  variables  t ,  x,  ^  ,  .... 

Cela  posé,  soient  .To,,')  0,  •  •  •  les  valeurs  arbitraires  de  x,  j  ,  . .  ■ 
pour  t  =:  /o-  Des  équations  (2)  et  de  celles  que  nous  venons  d'en 
déduire  on  tirera  les  valeurs  des  dérivées 

dx       d-  .r  dv     d-y 

dt  '      dt-   "  ''     dt'     dt- 

cn  fonction  de  tçs  et  des  constantes  arbitraires  a'o,  To,  •  •  •  ,  et  l'on 
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aura  ainsi  les  valeurs  des  coefficients  des  développemenls 

l'(/.r\     l  —  in  /<-/-.;■ 


etc.. 


I  \  <lt- 

(ly\    t  —  /,,         (  (V-r 


(an      t  V  <^t'' 


[^ 

fo 

- 

I- 

2 

(/ 

^/ 

;- 

(  — ■  1   ,     ■ — ■  1  . .  .  étant  les  valeurs  de  -— '  -7^'   •  •  •  pour  t  =  lu. 

Reinnrtiuc.  —  Il  semble,  au  premier  abord,  que  ces  valeurs  des 
//  inconnues  x,y,  .  . .  renferment  /z -h  i  constantes  arbitraires,  en 
\  comprenant  Iq.  Mais  on  observera,  comme  nous  l'avons  déjà  fait 
dans  un  cas  analogue  [808],  que,  les  deux  systèmes  de  valeurs  t,  x, 
),  ...  et  ?o,  Xq,  j  q,  ...  devant  entrer  symétriquement  dans  les 
équations  intégrales,  il  en  résulte  que  ces  équations  sont  d'une 
forme  particulière,  eu  vertu  de  laquelle  les  n~\-  i  constantes  équi- 
valent seulement  à  n  arbitraires  distinctes. 


§  II- 

l'IlOPRIÉTÉS    GÉKÉUALES  DES    ÉOUATIOKS    DIFFÉKEKTIELLES 
SIMULïAlN'ÉES    LIISÉAIRES. 

941.   On  appelle  équations  âlffcrentielles  linéaires  celles  dans 

do-. 

lesquelles  les  fonctions  inconnues  Xjy,  ...  et  leurs  dérivées  — ? 

<Iy  (■/-./■  ,  ,  •   1  1     •     1  /  1  ■) 

-1-,  . . . , ,  . . .  par  rapport  a  la  variable  indépendante  t  n  entrenl 

di  di-  111  1 

qu'au  premier  degré  et  sans  èln;  multipliées  entre  elles  .  ISous 
allons  étudier  les  proj)riétés  générales  des  équations  difléreutielles 
linéaires,  lesquelles  sont  une  extension  des  propriétés  établies  dans 
les  Chapitres  précédents,  pour  le  cas  d'une  seule  équation  dilTéren- 
lielle  linéaire. 

Si  nous  désignons  par  g,  ,  y , ,  . . . ,  «ïo,  X-^  •  '  •  ^'^^  fonctions  ration- 
nelles et  entières,  dont  les  coefficients  soient  ou  des  constantes  ou 
des  fonctions  quelconques  de  la  seule  variable  indépendante  t,  et 
si  X,  y,  ...  sont  des  fonctions  inconnues  de  t.  en  même  nombre  que 
les  équations  données,  le  type  général  d'un  svstème  d'équations 
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différentielles  linéaires  sera 

/  y,  (D,).r-l-/,,(D,)j -+-...  :^T,, 


T^.  To,  . .  .  étant  des  fonctions  données  de  t. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  on 
peut  toujours  supposer  que  les  équations  proposées  aient  été  trans- 
formées de  telle  manière  qu'elles  soient  résolubles  par  rapport  aux 
plus  hautes  dérivées  de  toutes  les  fonctions  inconnues  qui  a 
entrent.  Dans  ce  cas,  chacune  des  équations  contiendra  la  plus 
haute  dérivée  de  l'une  des  fonctions  inconnues. 

Ainsi,  si  l'on  désigne  par 

les  degrés  respectifs  des  fonctions 

ri'    Zi'    '  •  •  '    ?i'    Zi'     •  •  •  ' 

on  pourra  supposer  que  l'on  ait 

[i]  h^^ii   ^ii    •••;    l'U^iii^,   //?.j,    ...:   etc. 

Alors  l'ordre  du  svstèmc  (i)  sera 

X  =:  /j  -:-  ///,  -f-  .... 

Par  des  éliminations,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  cpie  le 
cas  d'égalité  soit  exclu  des  conditions  (2).  qui  de\iendront  ainsi 

(3)  ^1  ^  ^2>  l.ii  •  ■  •■     '"2  ^  '"il  '".;»  •  •  •  ;  etc. 

9i2.  On  peut,  si  l'on  veut,  se  contenter  de  considérer  le  cas  des 
équations  linéaires  du  p/emier  ordre,  auquel  on  peut  ramener  le  cas 
général  par  l'introduction  d'inconnues  auxiliaires  représentant  les 
dérivées  des  inconnues  d'ordres  inférieurs  aux  plus  élevés. 

Si  l'on  a  préparé  les  équations  proposées  (i)  de  manière  que 
chacune  des  plus  hautes  dérivées  n'entre  que  dans  une  seule  équa- 
tion, les  conditions  (3)  ayant  lieu,  alors,  quand  les  équations  seront 
ramenées  au  premier  ordre,  chacune  d'elles  contiendra  une  dérivée, 
et  une  seule,  de  sorte  qu'on  pourra  toujours  réduire  un  système 
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donné  à  la  forme 


Dans  le  cas  où  les  seconds  membres  T,,  T.,  . . .  seront  nuls,  on 
aura  un  système  d'e(/uatio/is  sans  seconds  membres  ou  d'cû/ualions 
homogènes 

5)  1  'i>2(D,V/.--hx,(D,].r-f-    ..r^o. 


ou,  si  les  ('(luallons  sonl  ramenées  an  premier  ordre, 
/    [cty-'r-  a\  D,Vr  -}-/;,)■  -h  ..  .=  o, 

^  6  )  -,     C^2  ./■  +    j  A,  +   h'.,  ï)t  )  .)■  -i-  ...=:=  O, 


?sous  verrons  qu'il  est  toujours  poî^sible  de  ramener  Tintéf^ration 
d'wn  système  d'équations  complèfes  (i)  ou  (4)  à  celle  d'un  système 
d'équations  sans  seconds  nnMubi'es  (j)  ou  (6). 

943.  Les  équations  linéaires  simultanées  sans  seconds  mendjres 
jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  que  nous  avons  établies 
dans  le  Gliaj)ilre  IV  pour  le  cas  d'une  seule  équation  linéaire 
d'ordre  quelconque  sans  second  membre,  laquelle  est  comprise 
[933]  dans  le  cas  plus  général  des  équations  (5)  ou  (6). 

I.  Si  X,,  Ys,  ■  ■  ■  représente  un  système  d'intégrales  particulières 
des  équations  (5)  ou  (()),  c'est-à-dire  un  système  de  fonctions  de  / 
qui,  substituées  à  jc,  j  ,  ...  respectivement  dans  les  équations  (a), 
rendent  celles-ci  identiques,  on  obtiendra  un  autre  système  d'in- 
tégrales Cx(,  Cyi,  ...  des  mêmes  équations  (5)  ou  (())  en  multi- 
[)liant  les  intégrales  données  par  une  même  constante  arbitraire  C. 

II.  Si  l'on  a  plusieurs  systèmes  [xi,jt,  ■..),  {ji'-2jj-2f  •••)>  ••• 
diiiiégrales  particulières  des  équations  (5)  ou  (6),  le  système  de 
valeurs 

•r, -f- .fo -f- .  . . ,     ;'i  4-.'o +.  .  . ,     ..., 

formé  par  addition  au  nioven  des  systèmes  donnés,  sera  encore  un 
système  d'intégrales  des  mêmes  équations. 
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III.  De  la  combinaison  de  ces  deux  théorèmes  il  s'ensuit  que, 
si  l'on  désigne  par  [x,,j-,,  ...),  (xo,  jo,  ...),  ...  des  systèmes 
quelconques  d'intégrales  particulières  des  équations  (5)  ou  (6)  et 
par  C,,  Co,  ...  des  constantes  arbitraires,  le  sj^stème  de  valeurs 

Cl  .rj  H-  C,.r^,  -t-  .  .  .  ,      C,  V]  H-  C,  }•,-;-  .  . . ,     etc. 
sera  encore  un  système  d'intégrales  des  équations  (5)  ou  (6). 

9U.   IV.   Soient 


i-^n.i'i, 


■^■2,  y 


n  systèmes  d'intégrales  particulières  des  Ji  équations  (6),  et  sup- 
posons que  ces  ii  systèmes  soient  distincts,  c'est-à-dire  que  les 
équations 


X  =  C,.r, 


C.r., 


r  =  C|  )  ,  H-  C,  )o  H--. 


puissent  être  résolues,  pour  toute  valeur  de  t,   par  rapport  aux 

inconnues  C,,  C-,,  ...     Il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que  le  déter- 
minant 

I  ^\     Xi  •  ■ 


'8] 


•ï-î     Ji 


ne  s'annule  pas,  quel  que  soit  t.  Dans  ce  cas,  les  équations  (y) 
représenteront  le  système  des  intégrales  générales  des  équations  (6)  ; 
car  on  pourra  alors  disposer  des  constantes  Cl,  Co, ...  de  telle  manière 
que  les  fonctions  x,j,  ...  prennent,  pour  la  valeur  donnée  à 
volonté  t  =  to,  des  valeurs  arbitraires  Xo,  j  o?  •  •  •• 

Dans  le  cas  du  système  des  équations  (5)  d'ordre  N,  si  l'on 
donne  n  équations  (y),  renfermant  N  systèmes  d'intégrales  parti- 
culières 


r^A^Ji, 


■^■s^  Jn. 


et  par  suite  N  constantes  arbitraires  Ci,  .  .  . ,  Cy,  les  équations  (j) 
seront  les  intégrales  générales  des  équations  (5),  si  l'on  peut  ré- 
soudre par  rapport  aux  constantes  C,,  .  .  .,  C^-  le  système  formé 
par  les  équations  (y),  jointes  aux  /,  — i  premières  dérivées  de  la 
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première  de  ces  équations,   aux /;/o  —  i  premières  dérivées   de  la 
seconde,  etc.,  c'esl-à-dire  si  le  déterminant 


,y,-., 


N       ■'  N 


n'est  pas  nul. 

S'il  existait,  entre  les  inléyrales  des  systèmes  donnés,  7z(ouN 
relations  linéaires  à  coefficients  constants,  de  la  forme 


a.,x., 


rt,  )  1  -h  a^r 


.  =  o, 
.  =o, 


le  déterminant  (8)  ou  (9)  s'évanouirait  [879],  et,  les  équations  (7) 
(ou  ces  mêmes  équations  jointes  à  leurs  dérivées  des  ordres  /,  —  i, 
///o  —  1,...)  n'étant  plus  résolubles,  les  systèmes  d'intégrales 
donnés  ne  seraient  plus  distincts.  On  voit  d'ailleurs,  comme  au 
11"  879,  que,  le  nombre  des  constantes  arbitraires  se  réduisant 
(Tune  unité,  il  n'en  resterait  plus  assez  ponr  que  les  équations  (7) 
représentassent  les  intégrales  générales  des  équations  (5)  ou  (6). 

945.  V.  Si  Ion  connaît  un  système  (.ri ,  ji ,  :;,,  .  .  .)  d'intégrales 
particulières  des  équations  (5),  on  pourra  ramener  l'intégration 
de  ces  équations  à  celle  d'un  système  d'équations  de  même  nature, 
mais  dont  l'ordre  sera  moindre  d'une  unité. 

Considérons  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  le  cas  particulier 
des  équations  (6),  et  posons 

y,  V,  3,  .  .  .  étant  de  nouvelles  fonctions  inconnues.  En  sidisli tuant 
ces  valeurs  dans  les  équations  (6),  celles-ci  deviennent 

o  =  ï  [(  r<r,  -^  a\  D,  ]  .>\  -+-  /;,  ii  +  n  -j  -f-  .  .    ] 

-+-  a\  ./-i  I),  V  +   /;,  jj  p   4-  t'i  3,  3  +    .   .   .  , 

o  =  ï[f/,Xi  +  [b,  +  /AD/i.ii  -h  r,Zi  +  .  .  .] 

H-  /A.)iJ),  [ï  -i- v)  -+-  [/j.,-h/j\D,))i.y  +  r.:,5  +  .  .  ., 

o  =  V  [n.,.si  +  /a,  ji  +  (cj  +  c'.^  ]),)  Cl  -f-  .  .  .] 

+  r',  Zi  D,  (  r  +  ?  )  +  /-';i',)-i  V  +  (  ^3  H-  (',  D/)  "i  •  ?  +  •  •  • , 
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Dans  cliacunc  de  ces  équations,  les  termes  multipliés  par  r  s'éva- 
nouissent, puisque  les  valeurs  .r,,7i,  •••  forment  un  système 
d'intégrales  particulières  des  équations  (6).  Ces  équations  se 
réduisent  donc  aux  suivantes  : 

o  =  a\  .i\T>,ï  -h  bij  iV  ^-^,  ^iM-  .  .  ., 

G  =  f/,^  Vi  D^  '  if  -h  V  ;  -j-  (  /O,  ri  -h  //,  J)tJ\]  y  -\-  c,Zi]  -h-  .  .  . , 

G  =  c'.^  3,  Df  (ï  H-  }]  -'-  b:iJiy-+-  (c^  ;,  H-  c'^T),:,  )  ;  -^  .  .  ., 

En  éliminant  D^ ï  entre  la  première  de  ces  équations  et  cliacune 
des  autres,  r  disparaît,  et  il  ne  reste  plus  que  « — i  équations 
pour  déterminer  les  n  —  i  inconnues  y,  },....  Ces  «  —  i  équa- 
tions 

(  (^  +  l^B/:,'^-i•,•>-^-  ...  ^o, 

^'2  y  -+-  ('■2  -T-  r'j  D^  )  5  H-  ...  =0, 


où  b,,  b'j,!.|,  ...,l'o,  ...   désignent  des  fonctions   connues  de   /, 
sont  de  même  forme  que  les  équations  (6). 

Lorsqu'on  aura  déterminé  y.  ",  .  .  .  au  moyen  de  ces  équations, 
si  l'on  pose,  pour  abréger. 


\-  — _  '^'i.^'k"-^  ^'l'-i? 


il  viendra 

(II)  .=:C,-^fXdt, 

d'où  l'on  tirera,  pour  les  inconnues  a:,  1  ,  c,  .  .  . ,  les  valeurs 

■  =  Ciri-^yi{y-^J'^dt], 

;  =  Ci-,  H-  3,  i^^fKdf], 


Si  l'on  connaît  un  second  système  [x-2,  y-2,  "2,  .  .  .)  d'intégrales 
particulières  des  équations  (6),  on  en  tirera  une  valeur  particulière 
de  f, 
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d'où  rt'5ullc  un  syslèmc  d'inlégrales  particulières  des  équations  (lo) 

r,        ./•.,                -■,        r, 
j>,  —  — ,      5,= '      

()m    ntiuira   alors   abaisser  l\»rdre  du   système   (lo)   encore   d'une 

uni  lé,  en  j)Osant 

y   ^  vi'i,      j=  [y  +  z,',,,       .  .  ., 

et  Ton  obtiendra  pour  y, },  .  .  .  des  valeurs  de  l'orme  analogue  aux 
valeurs  (12). 


l3)  \      )     =.C,^y->^    'y^'/.-\-f\  <It], 


\in  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  X,  cette  expres- 
sion deviendra 

.V,  étanl  la  valeur  particulière  que  prend  ,\",  lorsqu'on  y  remplace  y. 
?,  .  .  .  par  yi,  il?  •  •  •  >  et  )'  étant  une  expression  dépendante  des 
quantités  z. . . .  La  valeur  de  x  deviendra  alors 

X  =  Ci.ri  H-  C..r,7"  V,  (Il  +  .,-,  J'Vdt, 

ou  en  remarfpiant  que  ï^JX^dt  est  une  valeur  particulière  de  r,  el 
par  suilc  x^  f  Ks  dl  une  \aleur  particulière  Xo  de  x, 

(Jn  trouverait  de  même,  pour  les  autres  inconnues,  des  valeurs  de 
la  forme 


.r-j.To,  Tj,  ,  .  .  formant  un  système  de  \alcurs  particulières  de  x,j., 
z,  ...  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  \oit  donc  que,  s'il  existe  ])Oiir  cliaque  SNStèinc  d"é(piations 
{()),  (lo),  ...  un  sNslème  d'intégrales  particulières  (a:,,  7,,  ...), 
(yi,  j,,  .  •  .  j,  . ..,  ditlérentes  toutes  de  zéro,  on  pourra  abaisser,  au 
moven  de  ces  systèmes,  l'ordre  du  système  d'étpiations  (6),  jus- 
(|u*à  ce  que  l'on  arrive  à  son  intégration  complète,  et  le  système 
des  équations  intégrales  sera  alors  de  la  forme  (7). 


ÉQUATIONS    SIMl'LTAXÉliS    LINÉAIRES.  I7 

Exemple.  — Les  équations 

2^- H-  (5  -4-  D/)j  =  o 

admeltent,  comme  nous  le  verrons  plus  loin[9o0],  le  système  d'in- 
légrales  particulières 

.ri  =  3^"^'^,     j)'i  =: — le^'^'. 
Posons,  en  conséquence, 

X  =1  2>e   -'■  ï,     X  =^  —  2 <?^^ '  (  r  H-  V  ) . 

En    substituant  dans  les  équations  proposées  et  supprimant  les 
termes  multipliés  par  r,  il  vient 

—  2e~--  D^(r  -r-  y)  —  Qe'~'^'  v  z=  o, 
d'où,  en  éliminant  D^f, 

6e   -'  T>iy  -{-  3oc~-'y  =.  o,      ou     B^y  -+-  ~jy  1=  o, 
d'où 

2 

y  =z  C. t'-^',      ï  =  2jy  dt  =  Cl  —  ^  C2  e~'^\ 

et  enfin 

X  =  3Ci^-2'  —  -  C,e-"',     jz=:  —  2C1C-2'—  p  C,^-''. 


5 


o 


On  voit  que  cette  méthode  est  analogue  à  celle  ded'Alembertpour 
l'abaissement  d'une  seule  équation  différentielle  linéaire  entre  deux 
variables,  que  nous  avons  exposée  au  n°88i. 

946.  On  peut  étendre  les  mêmes  calculs  aux  écpiations  de  la 
l'orme  (5).  Soit  (x,,  7  ,,  c,,  .  .  .)  un  système  d'intégrales  particu- 
lières de  ces  équations.  Posons  encore 

x=-i.r^,     j— (ï  +  ;ijji,       

La  première,  des  équations  (5  )  deviendra  [881  ] 
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OU 


[,,iD,).,, -H '■-■.!°'1:^-D, -....] 

^-[.,(D,)v,  +  '^D,^...] 


.  =  O, 


OU,  en  remarquant  que  le  mulliplicateur  de  r, 
est  nul,  par  lupolhèse, 

et  de  même  pour  les  autres  équations.  Le  nouveau  système  obtenu 
doit  évidemment  être  de  même  ordre  que  le  proposé,  puisque  les 
deux  systèmes  d'inconnues  sont  liés  par  des  équations  finies,  sans 
constantes  arbitraires;  mais  le  second  système  ne  contenant  plus 
la  variable  v  elle-même,  mais  seulement  ses  dérivées,  peut  s'abaisser 
immédiatement  d'une  unité,  en  prenant  D;ï  =  ''  pour  nouvelle 
inconnue. 

Si  l'on  avait,  pour  i  =r;  i ,  2,  ...,//, 

ç',(D,).r,        -i-/.:.(D,)r,        -f-  .  .  .  =  o, 


?r"(D,).r,-l-xr"(D,;j,-n...  =0, 

alors  les  équations  ne  contiendraient  plus  que  les  dérivées  de  i"  à 
l^artir  de  D^f,  et,  en  prenant  D^' r  ;=  i''^  pour  nouvelle  inconnue, 
l'ordre  du  système  serait  abaissé  de  A^  unités  par  l'existence  du 
système  A-uple  d'intégrales  (.x'j,  ij,  .  .  .). 

94-7.  \I.Les  calculs  des  deux  numéros  précédents  s'applique- 
raient aussi  au  cas  où  les  seconds  membres  des  équations  proposées 
ne  seraient  pas  nuls.  On  verrait,  comme  ou  Ta  d<''jà  fait  au  n"  881 . 
<pie,  si  l'on  connaît  un  système  d'intégrales  particulières  (j?'/'  , 
)  ,"'.  .  . .)  des  équations  sans  seconds  membres 

«,(D,].r(o.^  +  /.i(D,)j(«)-f-...=o, 
'i»,(D,).r(<')  +  x,(D,)r(»)+...  =0, 
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on  pourra,  par  son  moyen,  ramener  l'intégration  du  système  d'équa- 
tions complètes  (i)  à  celui  d'un  système  de  même  forme,  mais  d'un 
ordre  moindre  d'une  unité. 

Exemple.  —  Prenons  les  équations 

(4-t-D,;.r  +  -ij  =  /, 

qui  diffèrent  par  les  seconds  membres  de  celles  de  l'exemple  du 
n**  945.  On  obtiendra,  en  calculant  de  la  même  manière,  les  équa- 
tions 

(    —  i)c~-'  \i  —  ie   -^  Di  [  V  -f-  v)  =  6'% 
d'où,  en  éliminant  D^?, 

D^  V  +  5i'  =  —  -  te-' e'". 

o  2 

Cette  équation  linéaire  du  premier  ordre  donne  [821] 

p  =  c.  c-''  — ~  te-'  -r-  -I-  ^"  — ^  <^"  ; 

■M  147  10 

substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation  (A),  et  inté- 
grant, il  viendra 


V  =  C,  -  p  C,  e--'  +  ^  te'-'  -ll^^e^-^~~  e'-'. 


On  en  tire  enfin,  pour  les  valeurs  des  inconnues  cherchées, 

•j/^       V       fi^       -,       5  3i         I    , 

i     '  14  19b        o 

5  7  9b        24 

948.  MI.  Si  l'on  désigne  parX,  Y,  .  .  .  un  système  d'intégrales 
particulières  deséquations  complètes  (  i)  ou  (4),  et  par  .r^"^,  r"^\  ... 
le  système  des  intégrales  générales  des  équations  sans  seconds 
membres  (5)  ou  (6),  on  verrait,  en  raisonnant  comme  au  n**  884, 
que  les  intégrales  générales  des  équations  complètes  (i)  ou  (4) 
seront 

a,"  =  .r(")  H- X,     j=j(o)4_Y,      .... 

2. 
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9i0.  \  111.  Supposons  les  seconds  membres  T/  des  équallons  (i) 
ou  (4)  décomposés  chacun  en  plusieurs  parlies,  de  sorte  que 

et  soit  X'^'\  \^^'\  ...  un  système  d'inlé-^rales  des  équations 

?.(D,).r4-z,(D,)r-;-  ...  =  Tf ,     «-.(D,)  .r +  ...::=  T^  ,      .... 

On  aura  un  système  d'intégrales  des  équations  (i)  en  prenant 

X3.:Xn)  +  XC2)  +   ..  ., 
Y=:Y(')+Y(2'  -f-   ..  .. 


§  ni. 

ÉQUATIONS    LINÉAIRES    A    COEFFICIENTS    CONSTANTS. 

950.  Pour  intégrer  les  équations  sans  seconds  membres  (5)  dans 
le  cas  où  les  coefficients  des  fonctions  Çi,  /j,  .  .  .,  o-,,  .  .  .  sont  con- 
stants, posons 

(l4)  JT  =  ;£•'•',     j  =  r.e'',       ..., 

r,'£,ri,  ...  étant  des  constantes  indéterminées,  et  portons  ces 
valeurs  dans  les  équations  (5).  En  divisant  tout  par  e''^,  il  restera 
les  équations  de  condition 

(  ?i  ('•]?+ /.il'')""  +-  •  .  =  o, 
(i5)  ^^(,.)._^^_^(,),-^.._-_o. 


pour  déterminer  les  //  inconnues  /■,   ',•>  ■  ■  -  •  En  éh'minant  ^,7;,  .  .  .  . 
on  aura,  pour  trouver  /",  l'équalioii 

(16)  I\   :r-:        y,(r)       y_,(r]        ...        r=  O. 

Cette  condition  étant  remjilie,  il  viendra,  i  étant  rindicc  d'une 
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ligne  horizontale  quelconque, 

OR    ÔR 

proportions  que  l'on  pourra  changer  en  égalités  en  prenant,  par 
exemple, 

ib  ?=  -—■)       r.  —  -— ,      

Maintenant,  faisons  ahstraction  de  la  condition  Rr=:  o,  et  lais- 
sons /•  cpieleonque,  ^,  r,,  ...  étant  déterminés  en  ?•  par  les  équa- 
tions (i8);  on  aura  identiquement,  quel  que  soit  /', 

,    .OR  ,    ,  ^R 

.   ,  ^R  .  .  OR 


Si  Ton  suhstilue  dans  les  premiers  membres  des  équations  (a) 
les  expressions  (i4)  en  tenant  compte  des  valeurs  (i8),  on  aura 
donc  les  identités 

/   '.,(D,).rH-x,(D,).r-h...  =  e'''R, 
(19)  \  ^,{-D,]x-r-/^,[-D,)r  ^-...^o, 


Les  équations  (5)  sont  donc  vériliées  par  les  substitutions  (i4) 
si  la  valeur  de  /•,  dont  dépendent  4,  /;,... ,  est  une  racine  de  l'équa- 
tion R  =  o. 

Si  toutes  les  racines  de  l'équation  (16)  sont  inégales,  chacune 
d'elles  fournissant  un  système  de  valeurs  distinctes  de  /•,  ^,  v;,  .  .  . , 
on  tirera  des  formules  (i4)  autant  de  systèmes  d'intégrales  parti- 
culières des  équations  (5)  qu'il  y  aura  d'unités  dans  le  degré  de  R, 
et  l'on  voit  facilement  que  ce  degré  est  égal  à  /,  -h  /"j  -f-  ...  ou 
à  l'ordre  N  du  système  d'équations  proposé.  On  connaîtra  donc 
ainsi  les  intégrales  générales  des  équations  (5). 

Si  l'équation  (16)  a  A"  racines  égales  à  /•,  A'  des  systèmes  donnés 
par  les  formules  (  i4)  se  confondront  en  un  seul.  Mais  il  est  aisé 
de  voir  que,  dans  ce  cas,  la  racine  multiple  r  fournit  A  systèmes 
distincts  d'intégrales  particulières,  ce  qui  complète  le  nombre  N 
des  systèmes  nécessaires  pour  former  l'intégrale  générale. 
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On  a,  en  effet,  en  difTérenlianl  A  —  i  fols  par  rapport  à  /'  le  sys- 
Irine  des  identités  (19),  les  nouveaux  systèmes  d'identités 

'20]      :  à.r  dr 


'^^i^')  ^  -  y-^i^')  S  +•  •  =^''i^  +  D.r'R, 


Si  /■  est  une  racine  A-uple  de  l'équation  (itj),  le  second  membre 
tie  la  première  équation  de  chacun  des  systèmes  (20),  ..  .,  (21) 
s'évanouira,  et,  par  suite,  à  la  racine  /•  correspondront  non-seule- 
ment le  système  d'intégrales 

mais  encore  les  k  —  i  autres  systèmes,  distincts  du  premier, 

(  <).v     dv  \  (  (V-Kv     (V'     U- 


IJNTÉGRATIOIV  BES   ÉQLATIONS  riFFÉaEiNTIELLES    LINÉAIRES    COMl'LiiïES. 

951.  1.  iMrlJiodc  des  cocffîcienls  indclennim's.  —  Pour  passer 
de  l'intégration  des  équations  sans  seconds  membres  (5)  aux  équa- 
tions complètes  (i),  il  sullit  [948]  de  connaître  un  système  d'inté- 
grales particulières  de  celles-ci. 

Lorsque  les  seconds  membres  des  équations  (i)  (supposées  à 
coefficients  constants)  seront  ou  des  polynômes  entiers  et  ration- 
nels en  t  à  coefficients  constants,  ou  des  exponentielles  ae''^  à  ex- 
posants réels  ou  imaginaires,  ou,  ce  f[ui  revient  au  même,  desfonc- 
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lions  hyperboliques  de  la  forme  (3  j^',^  (  aï -}- v  ) ,  ou  des  fonctions 
circulaires  de  la  forme  (^  sin  (/''■^  ~^ ''')'  ^^  pourra  obtenir  un  sys- 
tème d'intégrales  particulières  par  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés, comme  on  l'a  fait  [903]  pour  une  seule  équation  linéaire 
entre  deux  variables.  On  pourra  profiter,  dans  ce  cas,  de  la  faculté 
de  décomposer  les  valeurs  en  parties  [949]. 

Quand  les  seconds  membres  T,,  To,  . . .  dépendent  d'une  même 
exponentielle  et  sont  de  la  forme 

il  est  aisé,  en  général,  d'obtenir  les  valeurs  correspondantes  des 
intégrales  particulières  X,  Y,  ....  En  effet,  si  l'on  fait  dans  les 
équations  (i)  les  substitutions  (i4)>  i^  vient,  en  divisant  par  e"", 


j  ?A'- 


Si  l'on  fait  maintenant  /•=  À,  et  que  cette  valeur  n'annule  pas  le 
déterminant  R  [949],  on  aura,  pour  déterminer  'E,  r,,  .  .  .  ,  les 
équations 

(  ?i(>-)?-;-zi('^0"':  +  ---  =  ^-i' 


Si  la  supposition  /•  =  A  annule  le  déterminant  R,  on  emploiera 
alors,  pour  le  calcul  de  X,  Y,  . . . ,  des  méthodes  générales  que  nous 
exposerons  plus  loin. 

952.   Exemples.  —  I.   Soit  proposé  d'intégrer  le  système  des 

équations 

(4  +  U,).r+3r=:f, 

2.r+  (5  +  D,)J  =  c^ 

Nous  cliercherons  d'abord  les  intégrales  générales  des  équations 
sans  seconds  membres 

(4  +  D,).r(")  +3j(o)  =  o, 
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au  mo_)cn  des  formules 


■•(") 


■::„it 


.(«) 


4  +  /-    3 

2  5  +  /■ 


-o, 


qui  donnent  les  deux  valeurs /•,  =  —  i,  /■o  =  — 7,  d'où  les  deux 
s\ sternes  d'intégrales  particulières 


;,•- 


=  3e--',    jf'=3e--'. 


et  par  suite  les  intégrales  générales 

.r(«)  =1  SCiC'--'  +  3C,e""',     j(«)  =  —  '>,C,  c-'-'  +  se.  6'-"'. 

Pour  avoir  X  et  Y,  considérons  les  seconds  membres  des  équa- 
tions proposées  comme  composés  cliacun  de  deux  parties 

où  Von  léra  T,  =  /,  T.,=^o,  et  T"  =  o,  T",  — .'/.  Posons  d'aboid 

X'  =  gt  +  h,     y  -—  o' t-\-  h' . 

En  substituant  dans  les  équations  proposées,  et  égalant  les  coelïi- 
cients  des  mêmes  puissances  de  t  dans  les  deux  membres  de  chaque 
équation,  on  aura  les  équations 

4  g-  +  3 g'  '-^-  I ,      g^  4  ^'  -t-  3 //  =  o, 
?.  g  -i-  Si;'  =  o,     g'  +  2/(  -i-  5 //'  =  o, 


'4' 


I  C)(>  ()0 


Ensuite  posons  Jt'  =  ^e^   7  =  vî^?'  ;  on  aura  les  équations 
5H4-3v;  =  o,      2ç +()■/;—  I, 


d  ou 


5  =  -8'     ' 
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Donc  les  intégrales  particulières  des  équations  complètes  seront 

5  3i  I    , 

1 4        1 90       o 

1  9^        24 

En  ajoutant  ces  valeurs  à  celles  de  x^''^  j'*'^  on  aura  les  intégrales 
générales  déjà  obtenues  au  n°  947. 

II.    Soient  les  équations 

On  remplacera  d'abord   les    seconds  membres   par  zéro,   et,   en" 
posant 


.r(«)  =  ;e''',      yW 


on  aura  les  équations 


;  -f-  (1  +  /■-)■/:  =  o, 


d'oi 


'-    4 


o,       ou       /■'  —  2^'   +  )  =  o. 


ce  qui  donne  les  deux  racines  doubles  /•  =  dz  i. 
On  a  ensuite 

d'où 


rW 


=:  [2/-+  ([  -+-  /•-)/■](?'■',  — —  =—   te''. 


Ôr 


di 


Mettant  pour  r  ses  valeurs  ±1,  on  en  conclut  les  valeurs  des 
quatre  systèmes  d'intégrales  particulières  qui  forment  les  inté- 
grales générales 

.,■(")=:  2Cie'+  2C,[i  ^  t]c'  ^  ^C.c-'^iC^i—  i  -^  (]('-', 

y  (0)  ^^  _  C,C'  —  CJC'  —  C,.'-'  —  Ci/6--'. 

Pour  avoir  maintenant  un  svstème  d'intégrales  X,  \  des  équa- 
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lions  complètes,  nous  prendrons  X  =  o,  d'où  les  équations 

?i(o)?  -+-Zi{o)r.  =  a,,      o,  (o)  1  + X2  (o)  v:  =v.î, 
c'csi-ù-dirc  ici 

3  ?  4-  4  ■';  =  3,       ;  +  ■/;=—'), 

d'où  X  =  ^  =  —  i'^,   \  -==2  Yt  =  i8.  On  a  donc  enfin,  pour  les  inlc- 
gralcs  générales  des  équations  complètes, 

j;  =  .rC^ —  s"),     j' =r j-CO  _i-  i8. 

953.   II.  Méthode  de  Lagrangc,  ou  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires.  —  Soient  les  équations  complètes 


?i(D,).r-i-x,(D,)j-H-...  =  Ti, 
^,(D,).r+x,(D,;i,)--f-...  =  ï,, 


et  désiji;nons  par 

(2)  I  ^-(0)^  Cl  r, +(:,,,-, +..., 


les  inléj^rales  f^énérales  des  équations  (i)  où  l'on  auiail  reiuplacé 
les  seconds  membres  par  xéro. 

Proposons-nous  de  satisfaire  aux.  équations  (i)  par  des  \aieurs 
de  oCjj,  ...  de  même  forme  que  les  valeurs  (a),  mais  dans  les- 
quelles C),  Co,  . .  .  désigneront,  non  plus  des  constantes,  mais  des 
Ibnctions  de  t  convenablement  cboisies. 

Les  conditions  (i)  sont  au  nombre  de  //,  et  les  inconnues  (1,. 
(lo,.  .  .  au  nombre  de  /,  -+-  ///o  -f--  •  •-—  N.  On  pourra  donc  disposer 
à  v(»l(»nt<'  de 

N  —  «  =  ( /i  —  I ]  -h  [i)u_  —  \)  -\-  .  .  . 

d'entre  elles,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  assujettir  les  inconnues 
à  N  —  //  (conditions  arbitraires,  que  l'on  choisira  de  manière  à  sim- 
plifier autant  (pic  jiossiljle  le  calcul.  Pourcela,  on  fera  en  sorle  (pu* 
le  calcul  se  rapproche  autant  (pie  possible  de  ce  (pi'il  sérail  si  les 
(piantités  C,,  Go,  . . ,  étaient  des  constantes. 
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Nous  poserons,  en  conséquence,  Q  étant  la  dérivée  — -, 


en  prenant  pour  conditions  arbitraires  les  suivantes  : 
'    IC:,r,  =  0,  2C;.r,  =0, 


/^j  ;    -SC'..r'.  =0,  IC;.r'.  =  0, 


La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  donne,  en 
désignant  par  ci[^,  «|/"',  ...  les  coefficients  de  D['  dans  ^,(D^), 
92(D;),  .  .  . ,  et  de  môme  pour  les  autres, 

(5)  «y■^3c^x^'■-'+/.':'^':LC^r:'"^-'^-...  =  T.. 


équations  qui,  jointes  aux  équations  (4),  forment  le  nombre 
d'équations  nécessaire  pour  la  détermination  de  C, ,  C/,.  . .  . ,  C';^. 
De  ces  dernières  quantités  on  déduira  ensuite  G|,  C^.  •  •  ■ ,  C>;  par 
des  quadratures. 

En    particulier,  si  l'on  donne  les  équations  du  premier  ordre  à 
coefficients  constants 

(  «1  +  c\  D,  )  X  +  b^  y  H-  .  .  .  =:  Ti, 

<72.r  -I-  (  b._  -t-  //,  D()  ,>-  -t-  .  .  .  ==  T,, 


les  intégrales  particulières  Xi,yi,  . .  .  sont  [950]  de  la  forme  'ijCi^, 
Y}ie''i^,  ....  et  les  équations  (5  )  deviennent 

?,  ^'V  C',  +  -',.  c'-^J  C',  +  .  .  .  =  -^ , 
-/:if-''.'C',  -!-■/; o^'VC'.,-f-..  .=  7f» 
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Si  l'on  ("ait 
R  = 
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r.i      c. 


T,  ÔK        T.,  OR 
,      R<  =  —  -T^  +  Tf  -r- 


<in  aura,  dans  le  cas  où  les  racines  i\,  /v,  ...  sont  incj^alcs, 
<'t  par  suite 

i)o4.  Exemples.  —  1.   Reprenons  l'exemple  I  du  n°  952  : 

(4  -t-  D^).r  4-  3j-r=/, 
2.r4-  (5  +D^)j  =  e'. 

Ses  intégrales  seront  de  la  forme 

.r=       3Cie-2'4-3C.,f  ■', 

D'après  cela,  les  équations  (5)  qui  serviront  à  déterminer  Ci  et  Co 
seront 

Zc-'-'  C',  -H  3  C-' 'C',^t,      —  1  e-'- '  C,  -\-  3 <>-" '  C;  =  e< , 

OU 

,1  ,  l  '1 

'■       i)  ^  '  -        )  i5 

et  |)ar  suite,  c,,  c,  étant  des  constantes  arbitraires, 


20  '  i5  "         "       40  73 j  '  ' 


Substituant   ces    valeurs  dans  les  expressions   de  x  et  de  j',    on 
relrou\cra  les  mêmes  valeurs  que  précédemment. 

II.    Soient  les  deux,  écjuations 

—  8  +  D,  )  .r  +  y  =z  c',       —  iS-r  +  (  -î  -\~T>c]y~3t. 

Kn  opérant  comme  précédemment,  on  trouve 

/-  —  ()/ •  +  9  =  o,      ;  =  I ,      v;  =  8  —  r, 
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d'où  /'i  =  /o  =  3,  v:i  =  •/;2  =  5.  On  a  donc 

En  différentiant  maintenant  par  rapport  à  /'  les  expressions 

puis  faisant  ;•=:  3,  on  a  le  second  système  d'intégrales  particu- 
lières 

En  achevant  le  calcul  comme  ci-dessus,  on  a  pour  résultat 


x={Ci—C^j]e^'-^je^—  -t  — 


3,1  2 


-^5  8         i3 

III.  On  peut  ramener  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
de  la  forme  que  nous  venons  de  considérer  l'intégration  de  l'équa- 
tion 

[ax  -+-  by  +  c)  de  -i-  [  a'x  -{-  b'y  -+-  c'  j  dr  =  o, 

traitée  au  n°  817,  en  la  remplaçant  par  les  deux  équations 

dx  dy 

a' X  4-  h' y  -h  c'         —  ax  —  h  y  —  c 
ou 

a  X  —  o  y  z=  c  ,       —  ~\-  a  X  -\-  b  y  ^=^  —  c. 

dt  ^  dt  -^ 

V\  .   Si  Ton  donnait  les  équations  plus  générales 
dt  dx  dy 


T         rt.r  H-  6j-  H- .  .  .  -f-  X         a'x  -1-  b'y  --t-  .  .  .  -i-  Y 

T,  X,  Y.  . . .  étant  des  fonctions  données  de  t,  et  a^  h,  . . .,  a' ,  b' ,  . . . 
des  constantes,  on  les  ramènerait  aux  équations  (i)  en  prenant 

t'  =  \   —  pour  nouvelle  variable  indépendante  et  en  exprimant 

X,  Y,  . . .  par  son  moven. 
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V.   En  parliciilier,  les  équations 

[ut  -f-  S)  --  --«i-r  +  bij  +.  .  .  =  o, 

[ut  -}-  s ^  -f-  n^x  4-  b,  )•  s-  .  .  .  =  o, 
clt 


OÙ  a,  j3,  (ti^b,,  ...,  a.y,  h-i,  —  sont  des  constantes,  peuvent  se 
traiter  d'une  manière  analogue  à  celle  que  nous  avons  appliquée  à 
l'équation  des  n°*  897  et  898.  On  en  obtiendrait  des  intégrales 
particulières  en  posant 

.v  =  ^[at-i-  by,     x  =  r.[at-[-b)'\     

r,  'i.  r.,  ...  étant  des  constantes  indéterminées. 

VI.   Plus  généralement,  si  l'on  donne  des  équations  de  la  forme 

'^1  (fD,)-r  4-  Xi  [tTit)f  +  .  .  .  =  T„ 
'^,(?D,).r -f- /^,(?D,)7 -I- .  .  .  =  T„ 


on  les  ramènera  au  cas  d'équations  à  coefficients   constants   en 
posant  /  =  e\  et  alors  [897]  les  équations  prennent  la  forme 

Jr(Do].r  +  /.i-(Do)j+...  =  T2, 


VII.  Reprenons  les  équations  du  n''9o2,  II.  Ici  /,  =  2,  7//0  --^  2, 
et,  en  posant,  pour  abréger, 

C',  eJ  =  iti,      C'.,  e'  =  «2,      C'j  c'  =  «3,      C\  c~'  =  ;/. , 
les  équations  (4)  et  (5)  deviennent 

W,  -i-  (  1  +  ^)  «2  H-  «3  -i-  (—  l  -t-  '  ]  «V  =  o» 
«,  -h  t    U-y-r-  "s  ^-  i     ll\  =  O, 


3 

«,  H-  (l  +  t]u.2  —  ;/;j  +         (  I  —  /;  W;  =  5. 


Ui-h[l-h  tjU^ —  «3+         (2 —  tjlli= ■> 
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I'"n  combinant  ces  équations,  on  en  tire 


3i 


«2  —   "i  =  O, 


i3 

"i  -^  «3  -=  —  ^ 

2 


i3  23 

«,  +  «4  = ,         //,  «3  =^   —  ; 


ï3  ?.3h-i3?  — 23-1-i'i^ 

4  4  4 


Par  suite, 


?.3h-i3^      ,  ^  36-f-T3?      , 


4 


r  — ^-t 


—  23  +  i3?    ,        ^         —  3n-i-r3/ 
C-.  z=  ^ <:>%      C3  =  ■ 


(ï.  = 


}1 

4 


4 
4 


Substituant  ces  valeurs  de  C,,  Go,  C3,  C, ,  il  vient 
X=-23,     Y=i8. 

VIII.   Soient  encore  les  équations 

(2  — D,).r  +  !— 9  +  2D,)j  =  o, 

(_6  +  5D,-D;).r-+-:i-l-D,]j=  f  =T. 

Jo    v  »  -+-  i* 

En  posant  x=  'ie''^,  j=  fic'''^-,  les  équations  sans  seconds  membres 
deviendront 

(2  — r) ?-+-(- 9-1- r)-/:  =  o, 

(— 6-h5r—  r-U:  -t-(H-  r]r,  =  o, 


2  —  r  —  9  -f-  2r 

—  6  -I-  5/'  —  r-       1  -h  r 


o, 


n     f>h     /î 


2  et  4  —  v'3 1     ?  =^  9  —  - '  '     ')  =  2  — 
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l*uur  passer  aux  équations  complètes,  on  posera 

el   l'on    aura,    pour   délcrniincr  les   quanlilés  C-,  les  conditions 
suivantes  : 

ou,  en  posant  C',-  e'',^  =  ui, 

2  ?////  -^=  o,       3  Xilli  =  o,       2l  /■,?,  lli  ■=  —  ï. 

Le  déterminant  de  ces  équations  est 


9—  ir,     9  —  2/-, 


■'Il         ■':2        "'::( 

'l?!        'i^i        '•:!?:) 

et,  à  cause  de 

9  — 2/2        9  —  2/3 

2  —  r,         2  -  /•  3 

ce 

dé  te 

rminant  dcvicn 

t 

(''i—  '2]  =5(/-2  —  73), 


'ÏÇi'-il^^  — '3) -+-■••=  5(9  — or,  ;:ri(Ao  —  /'a  )  -K  ,  .  . 

=  45[/-i  {r.  —  ^3 )  H-  /'i  ('-3  —  '-1  )  H-  '3  (''i  —  ''a  )] 

—  I  o  [;•  j  (/■,  —  /"a  )  -f-  /•;-  (r3  —  '"i  )  +  'i  [f\  —  r,  )] 
=  —  10  [77 (r.  —  '-3)  —  fi  [r,  —  ,-3)  [r,  +  r.^)-hr,r.^  {r,—  r,]], 

ou  enfin,  à  cause  de  /•,  =  2,  7\,  —  r,j  =:^  2  y'3,  /^  4-7-3  =  8,  /■2  7'3:=^i3, 

déterminant  =  —  20  \J'6- 

Les  déterminants  mineurs   proportionnels  aux  inconnues   ont 
pour  valeurs 

10  v/3,     5(  -  2  +  v''3),     5(-  2  -  v'3), 

et  les  valeurs  des  inconnues  sont 

//,  =: T,       //.  ^zz    ^3—-  T,       «3  =  - — 7—.^  T. 


iUc. 


4  v/3 


4  v/3 
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955.   III.  Méthode  de  Caucity.  —  Supposons  toujours  que  l'on 
ail  trouvé  les  intégrales  générales  a-^"',  j  -"^,  .  .  .  des  équations 

j    (  f/i  -h  D,  j .r  -i-  Ijij-  +  .  .  .  =  Ti, 

(l)  l   a,x-h  [b,  ~hD,)  y  -+- .  .  .z=^'l\_, 


dont  on  aurait  annulé  les  seconds  membres.  Nous  allons  obtenir, 
au  moyen  de  ces  intégrales,  un  système  d'intégrales  particulières  X, 
Y,  . . .  des  équations  complètes,  et  l'on  aura  alors  les  intégrales 
générales  de  ces  dernières  équations  par  la  règle  du  n"  918. 

Pour  cela,  déterminons  d'abord  les  constantes  Cj,  Go,  •••,  qui 
entrent  dans  les  expressions 

j(o)^C.r,-4-C,r, -4-..., 


de  manière  que,  en  donnant  à  Z  la  valeur  indéterminée  a,  et  dési- 
gnant par  x'"'\  )  *^,  .  .  .,  T,",  T.?',  ...  ce  que  deviennent  les  fonc- 
tions x^^'' ,j  '"■ ,  .  . .,  T, ,  T5.  ...  pour  l  =  X,  on  ait 

^rC-}  =  '[(-,    ^^i-)  =  r-\      .... 

Si  l'on  désigne  par  Xq,  •y'o,  ...  ce  que  deviennent  x^"' ,  r^"\  •  •  •  lors- 
([u'on  attribue  aux  constantes  arbitraires  les  valeurs  ainsi  détermi- 
nées en  fonction  de  a,  je  dis  que  les  quantités 


où  ^0  représente  une  constante  al)solae  quelconque,  formeront  un 
système  d'intégrales  particulières  des  équations  (4). 

En  effet,  si  l'on  dlflcrentie  ces  équations  par  rapport  à  t,  les 
quantités  Xo,  ) ,),  . . .  prenant,  pour  a  =  t,  les  valeurs  T,,  To,  . . . , 
il  viendra  [470] 


dt  ),       dt 


■IX 

C'  <iy. 

\            ,      dry.  +  T.„ 

dt    '  . 

/,    dt 

Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  X,  \,  . . .  dans  une  quelconque 

H.  —  Cours  de  Cale,  infuiit.,  \\\.  J 
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des  cqualions  (i),   dans    la    preniièro,    par   exemple,    le   premier 

membre  dcvienl 

(piaiililé  nulle,  piiiscpie  Xo,  j  „,  ...  forment  un  système  d'intégrales 
partieulières  des  équations  sans  seconds  membres.  Donc  les  valeurs 
ci-dessus  de  X,  Y,  . . .  forment  un  système  d'intégrales  partieulières 
des  équations  (  i  ). 

Exemple.  —  Soient  pro})Osées  les  deux  équations 

3  — -  +  7  -  -  H-      .r  +  ?.4  )-  =  3. 
dt  '    (It 

Les  intégrales  des  équations  sans  seconds  membres  correspondantes 
sont 

.r(n)  =  Cl  .7-1  +  Cj.r,,       yW  =  /iC,.r,  +  L^d-r.,, 

en  posant 

.r,  =  e't  ',       r.,  =  e'i',      /'i  =  —  4  —  ^       '■>  =  —  4  "^  '' 
/l  =  —  I  -f-  /,      Il  =:  —  I  —  /• 

Il  faut  faire  maintenant  /  ;=  a  et  résoudre  par  rapport  à  C,,  Cj  les 
équations  .r'"'  =  T'"',  j  '*'  :=  1  .' ,  qui  ne  sont  autre  chose  que  ce  que 
deviennent    les   équations    ditlerentielles    proposées   lorsqu'on    \ 

reiuplaee  —  par  .r  "  ,  —  par  y--,  x  cVy  par  zéro,  et  t  par  a.  Un  a 

donc  ici  les  équations 

d'où  l'on  tire,  en  mettant  pour  .r''%  )  ^"^  leurs  expressions,  puis 
résolvant  par  rapport  à  C,  et  à  Co, 

7 — 4'      ,       .%         3i'q  —  f)/'i 


C 


7  +  4'      ,      ,N         3  [q -1-5/1 
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Subslituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x^"^  et  dej^'^'',  inté- 
grant par  rapport  à  a,  puis  faisant  a.  =t,  il  vient,  toutes  réductions 
faites, 

Y        3i  93  9.  6 

X=—-.c'—^^,      \= ^e'H , 

^0  l'j  16  17 

valeurs  que  l'on  aurait  obtenues  plus  promptement  par  la  méthode 
particulière  du  n°951.  On  aura  donc  enfin,  pour  les  intégrales 
générales  des  équations  proposées, 

X  =  Ce'''  cost  -+-  C'c''*'siii^H :<?'  —  ^, 

)  :=  —  Ce'*'  [cnst  -f-  sin/  )  -i-  Ce'*'  icost  —  siii?) „  e'  -h- 

'         li  17 

956.  IV.  Mélhode  de d' uélembeil.  —  Supposons  les  équations 
différentielles  linéaires  mises  sous  la  forme  d'équations  du  premier 
ordre  et,  pour  plus  de  simplicité,  résolues  par  rapport  aux  déri- 
vées des  inconnues.  Elles  seront  alors  de  la  forme 

(  (i^  H-  Y)t  '  ■''  +  ^'i  .'■  -1-  <"!  -  -h  •  .  .  =  T,, 
a.,.i:  4-  (  ^,  +  D,  Kr  -^  i:>z-\-.  ..=  T., 
rr^.r  +  /;,,  r    ->-     (f.j  +  D/)  r  H-  .  .  .  =  T,, 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par  i.  À,  u.,  . . .,  en  dési- 
gnant par  ).,  y.,  .  .  .  des  indéterminées,  et  ajoutons-les.  Il  viendra 

-4-  [a^-h  (!■>  '/.  -4-  n,.  y  -h  .  .  .  )  .r    |  

en  faisant,  pour  abréger, 

T=T,  + ).T, -^  y.T;.  + 

Si  l'on  pose  maintenant 

(  3  )  Il  =  r  -+-  /,)■  -f  y  3  4-  ...  , 

d'où 

(U-  -+-  Idj  +  y.f/;  -f-  .  .  .  =  du  —  xd),  —  y  du.  —  .  .  . , 
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Icqualion  (a)  dc\icndra 

D,«  — „)  D/).  —  'D/y-  — •••)  H-  ('^1  -+■  cf  i'j- -T- (^t  i  y-  H-...    («  —  ).j  —  ys  — ...; 

-+-  [hy  -+-  Ijù-t-O.^y. +...'}' 
-f-  [ci  -+-  c.,A-hr^y.  -t...    z-h...  =  T. 

Les  variables  j)',  z,  . . .  n'cnlranl  j)1lis  dans  celte  cqualion  par  leurs 
dérivées,  on  pourra  profiter  de  rindéterniinalion  de  l,  u,  . . .  pour 
faire  disparaître  i  ,  z,  . . .  de  cette  équation,  en  posant 


[    D,  /.  -h  ;  <7,  -f-  Co  )•  -r-  fJ:f  y.  -4-  ...  ^  /.  =:  A,  -i-  /^^  '^-  "+"  ^■'ï  y  + 


et  Téquation  précédente  deviendra 

(5)  D;  w  -h  (=7,  +  ^.s  y.  -h  ^/j  ;.'.  +...>/  =  T, 

équation   linéaire   du  premier  ordre,  que  l'on  saura  intégrer  dès 
(]ue  Ton  connaîtra  un  s>stème  de  valeurs  des  quantités  /,  y.,  .... 

A  chaque  svstème  de  valeurs  particvilières  /|,  y.,,  ...  de  ces 
quantités  correspondra  une  valeur  u^  de  «,  et  l'équation  (3)  don- 
nera une  relation  finie  entre  .r,j  ,  z,  . . .,  ([ui  permettra  d'abaisser 
d'une  unité  l'ordre  du  système  (i).  Si  l'on  a  Ji  systèmes  distincts 
de  valeurs  de  À,  «, .  ..,  les  Ji  équations  que  Tournira  la  formule  (3) 
seront  les  intégrales  générales  des  équations  (i). 

9o7.  Si  les  équations  fi)  sont  à  coefficients  constants,  les  équa- 
tions (4)  admettront  des  systèmes  de  valeurs  constantes  pour  À, 
y.,  ....  En  posant 

A,  -f-  />,'/.  -f-  /a, V.  -+-... 


c/j  -+-  :i^_).  -f-  <7;j  V.  -f- 


r,  -+-  r,  /  -I-  r.,  -/ 


y 

les  équations  (4)  deviendrunl 

/7,  —  /•  -H  «2  A  -t-  <■/;.  y  4- .  . 

.  r-  (), 

(r\                                          1     ''^  -:-  :/^2  —  '■)  '•  -i-  '''':!  y  +  • 
1    Tj  +  c,  /  -h  (^3  —  /•)  y  -f-  .  . 

.=  o, 
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J'où  l'on  tire,  pour  détermine!'  /■,  l'équation 


R 


37 


"i  - 

—  /■ 

(/.-, 

«:î 

^ 

l'i- 

r      h 

f. 

c, 

t'A 

I  :  I 


L'équation  (4)  prend  alors  la  forme 

D;  ri  +  )u  =  T, 


(I  ou 


ii  =  c-''  C-{-fc"Tf/t]     (i; 


9o8.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  de  deux  équations   à 
deux  inconnues 

(8)  S  ^^'-^^-^-^-'^^T., 

La  première  équation    (4)  deviendra,   dans  la  supposition  de 
D^À  =  0, 


:9) 


a. y  ).-  -\~  '  a,  —  /;.,  ■  /,  —  ù 


Si  cette  équation  admet  une  racine  constante,  cette  racine  sera  une 
intégrale  particulière  de  l'équation 

(10)  D,).  H-  '«1  +  a,l]l  =:/}-+-  l).,'i., 

et  l'on  s'en  servira  pour  abaisser  l'ordre  du  système  (8). 

Si  l'équation  (g)  admet  deux  racines  constantes,  elle  sera  alors 
de  la  forme 


«,().2_|.a-^s 


o. 


(')  /■  pourrait  être  variable  on  même  temps  que  a^,  o,,  ....  pourvu  que  les  valeurs 
de  1,  y..  . . .  fussent  constantes.  Dans  ce  cas,  on  écrirait  j r  dt  au  lieu  de  rc. 
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act|3  étant  des  coefficients  constants,  et  ces  deux  racines  constantes, 
étant  des  intégrales  particulières  dc(io),  donneront  deux  équa- 
tions (5),  et  par  suite  deux  équations  (3), 

//,  =  ./•  -f-  / 1  )•,     iio  =  .T  -h  '>îy, 

d'où  l'on  tirera  x  cl  j  en  t. 

Remarquons  que,  dans  ce  cas,  on  peut  intégrer  complètement 
l'équation  (,)),  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

12  a.,(lt  -\-  : 


VJ.  -H    j 


Si,  en  particulier,  les  deux  racines  constantes  de  l'équation  (9) 
ou  (11)  sont  égales,  alors  cette  équation  ne  fournira  plus  qu'une 
seule  intégrale  particulière  A,  de  l'équation  (10)  ;  mais  alors  on 
])rendra  l'intégrale  générale  de  l'équation  (12),  qui  devient  alors 


a ^dt  H : ^ — -  =  o, 


et  d'où  l'on  tire 


J  a,  (It  -+-  C 


Cette  intégrale  donne  À  =  P.j  pour  C  =  00  .  En  attribuant  à  C  une 
autre  valeur  quelconque,  on  aura  une  seconde  intégrale  particu- 
lière ^2  de  l'équation  (12),  distincte  de  X,. 

9o9.    Exemple.  —  Soient  proposées  les  équations 

<Ir 

— -  -\-  5./;  —  2  r  =  ('', 

(It 

— .r  -+-  b  >•  =:  e-' . 

dt 

Les  coefficients  étant  constants,  on  formera  l'équation  (y),  qui 

sera 

1   5  -  r      -  I       I 

I  =0,     ou     /- — I  I  / -f- 20  :=  o. 

I      —  2       ()  —  /■      I 

On  en  tire  /•,  :=  4,  ''2  =  7,  d'où  }>,  =  i ,  Xo  = —  2;  substituant  ces 
deux  systèmes  de  valeurs  dans  l'équation  (5),  on  a  les  deux  équa- 


tions 


qui  tlonnenl 
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:    -h  --//.,  =  c'—  C-' 

eu  ^     " 

«  9 


/^,  =  C.,. 


l'^nfîn,  en  portant  ces  systèmes   de  valeurs  dans   l'équation 
on  en  tire,  pour  les  intégrales  générales  du  svstème  proposé, 

.r  =  ^  Cit'-*'  +  l;  C.,c'-"'  -4-  -/-  cC+  —  c-', 
)  o     '  40  -î-j 

I  I  I  'l 

960.   Soient  maintenant  trois  équations  linéaires  simultanées 

I    (a,  H-D,;j:-I-  />,,)H- ri3  =  T,, 

(i3)  r/,.r  +  (/;,-+-D,)j-l-r,c=T„ 

(    «a"^  -+-  ''■'aJ'  -i-  ('■.}  -f-  D;)  z  =z  T3. 

On  ramènera  le  problème  à  l'intégration  des  trois  équations 

\   D,).  +  [ciy  -f-  a.^/.  +  «"/^  w)  ).  =  l>i  H-  /'j'''  +  ''-'s^-» 
\    D/  ;-/.  -r  (c/i  H-  «^  '■  +  ''a  y-  )  [■>■  =  <^'i  +  ^2  ''•  "t-  ''a  y-i 
(  1 5 )  D;  ;^  -I-  'V^i  4-  ^/^  '''  +  ^'i  .'^  )  "  =  Ti  -H  To  A  -i-  T3  y.. 

Au  moyen  d'un  ou  de  deux  systèmes  d'intégrales  particulières  des 
équations  (i4)>  ^^^^  fourniront  une  ou  deux  formes  intégrables  de 
l'équation  (i5),  on  ])0urra  abaisser  l'ordre  du  système  (i3)  d'une 
ou  de  deux  unités.  Si  l'on  a  trois  systèmes  d'intégrales  des  équa- 
tions (i4)>  et  par  suite  les  intégrales  des  trois  équations  (i5)  cor- 
respondantes, on  arrivera  aux  trois  équations 

M,  =^  X  -+-  ).,  r  H-  y-i  3,      ii.,z=:z  X  -r-  Aj.v  H-  y.j  ;,      ;/;.  =  x  +  \^r  -\-  y.3  3, 


(4 


|ui  seront  les  intégrales  complètes  des  équations  proposées. 
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961.   Si  les  tlctix  é(]ualions 

(i6;,  ;        '.      "  « 

(    ;«i  4-  ff-i  I-  H-  «3  [J-  )  y-  =:  f'i  -i-  <2  A  4-  ^3  y. 

acInicltCMit  un  système  de  solutions  constantes  À  =  /.,,  y.  =  y.i,  À, 
et  y.,  seront  des  intéi;rales  particulières  des  équations  (4)- 

Si  les  équations  (i6)  admettent  trois  systèmes  de  solutions  con- 
stantes qui  seront  trois  svstènies  d'intégrales  particulières  des 
équations  (4),  on  en  tirera  les  intégrales  complètes  des  équations 
proposées.  Il  suffit  pour  cela  que  les  coefficients  r/| ,  «o-  «:i«  ^^c  ^ i- 
/»;i,  C(,  Co,  C3  soient  tous  constants,  ou  égaux  à  des  constantes  mul- 
tipliées par  un  même  facteur  V,  fonction  de  l.  Dans  ce  cas,  les 
équiilions  (4)  sont  intégrables.  Posons,  eu  effet,  pour  abréger. 

r.es  équations  (4)  pourront  s'écrire 

— -  -4-  A)  =  B, 

\(/t 

-^  +  A  V.  =  C. 

doù.  en  éliminant  \  dl. 

[l'j]  A  (■/  dy.  —  y.  r/  "/  '  —  B  (/y.  -\-  Cdi  ^  o , 

équation  de  même  forme  que  celle  rjue  nous  avons  intégrée  au 
11"  812.  Connaissant  [j.  en  fonction  de  X  ou  À  en  fonction  de  [j.,  on 
aura  la  valeur  de  L  par  l'une  des  formules 


f''''=fB^;=fA,: 
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CHAPITRE  YI. 

DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 


§   '• 

OBJUT    DU    CALCUL    DES    VARIATIONS.   VARIATION 

DUKE    INTÉGRALE    DÉFINIE. 

962.    Soient  7   une  fonction  indéterminée  de  x,  et 

\=f[.r,r,r',^",  ...) 

une  fonction,   de  forme  donnée,  de  x,  de  r  et  des  dérivées  de  j 
L'intégrale  définie 


"=r 


=   j         Vr/.r, 

prise  entre  des  limites  constantes  ou  variables  Xo  elx^,  changera 
de  valeur  suivant  la  relation  que  l'on  établira  entre  .7:  et  7  et  sui- 
vant les  valeurs  des  limites  Xq  et  x, ,  si  celles-ci  sont  variables. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  fonction  inconnue j^  (et, 
s'il  V  a  lieu,  les  limites  j'o  et  a-,  )  de  manière  que  l'intégrale  n 
prenne  une  valeur  maximum  ou  minimum  parmi  toutes  les  valeurs 
qui  correspondent  à  des  déterminations  de  la  fonction  j  (et  des 
limites)  infiniment  voisines  de  la  détermination  que  l'on  cherche. 

En  d'autres  termes,  en  supposant  d'abord  que  Xo,  x,  soient  des 
quantités  données,  si,  pour  chacune  des  différentes  courbes  BMD, 
B'M'  D',  . . . ,  qui  représentent  les  difféi-entes  déterminations  de  la 
fonction^',  on  construit  les  courbes  correspondantes  EiVF,E'N'F  ,..., 
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(  fîg.  8j),  dont  les  ordonnées  représentent  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion V  pour  les  mêmes  abscisses,  on  peut  demander  à  laquelle  des 
courbes  BMD,B'M'D',  ...,  représentant  j-,  correspond  celle  des 
courbes  ENF,  E'N'F',  . . . ,  représentant  V,  dont  Taire  AENFC  est 

Fie.  S7. 


F/ 
F 

F 
F' 

fN 
1 

D' 

|M.'-''      ' 

D 

H 

r" .^-^ 

h 

' 

un  maximum  ou  un  minimum  parmi  les  aires  de  toutes  les  courbes  Y 
infiniment  voisines,  A  et  C  étant  les  points  de  l'axe  des  x. 

Plus  généralement,  en  supposant  les  limites  j"oi  -<")  variables,  de 
façon,  par  exemple,  que  les  extrémités  de  la  courbe  des  y  soient 
assujetties  à  se  mouvoir  sur  deux  courbes  données  CC,  DD 
^jig-  88),  alors  aux  courbes  CD,  CD' ,  . . .  correspondent,  comme 
représentations  de  V,  les  courbes  EF,  E'F',  ...,  qui  se  termineront. 


Fig.  88. 


comme  les  pi'emières,  à  des  abscisses  variables  d'une  courbe  à 
l'autre.  On  aura  alors  à  décider  laquelle  des  aires  AEFB,  A'E'F'B', ... 
a  une  valeur  maximum  ou  minimum. 

La  résolution  de  ce  problème  et  des  questions  analogues  forme 
l'objet  principal  du  Calcul  des  varidtions. 

963.   On  donne  le  nom  de  variations  aux  accroissements  infini- 
ment petits,  tels  que  MM',  que  subissent  l'ordonnée  j' et  les  quan- 
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tilés  qui  en  dépendent,  lorsqu'on  passe  d'un  point  M  d'une  courbe 
au  point  M'  de  la  courbe  voisine  qui  correspond  à  la  même  ab- 
scisse (  '  ),  et  l'on  désigne  ces  variations  par  la  caractéristique  d. 
On  a  ainsi 

MM'  =  .;>•,     NN'  =  0  V. 

Nous    désignerons    pareillement    par    la   caractéristique    §   les 
accroissements  des  limites 

AA'=:oXo,        BB'=0.r„ 

ainsi  que  tous  les  accroissements  qui  dépendront  de  ceux-là. 

964 .   Lorsqu'on  passe   de   la  courbe  CD  à  la  courbe  CD',  la 

valeur  de  l'intégrale  /       \  dx  est  représentée  par  la  différence  des 

aires  AEFB,  A'E'F'IV.  En  négligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre,  on  voit,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  à  propos  de  la 
différentiation  sous  le  signey"[i'70],  que  cette  différence  est  égale  à 

EFF,  El  —  AEE,  A'  -t-  BFF.B', 

en  considérant,  dans  EFF,  E,,  comme  négative  la  partie  de  l'aire 
comprise  entre  les  deux  courbes,  pour  laquelle  E'  F'  est  au-dessous 
de  EF.  Or  ces  trois  aires  ont  pour  valeurs  respectives 

E  F  Fi  E,  =   /     'rJY  cfx,      A  E  Eo  A  '  =  V„  r7.r, ,      B  F  F,  B'  =  Vj  r7.r^ . 
Donc 

ow  =  0    I        Ydr  =    /      .  oVd.r  —  V^^Ivq  -+-  A^'iO.'i, 

J.r„  Jjc„ 

ou,  en  faisant  usage  d'une  notation  abrégée  que  nous  avons  déjà 
employée,  et  posant,  en  général,  X,  — Xq  =  [^l'o 


rj  j    '  V  dv  =  [ Vo.r ]  '  +  /     '  '■^V  dx, 


(')  Ne  devant  nous  occuper  ici  que  de  la  variation  des  intégrales  simples,  nous 
avons  pu,  sans  inconvénient,  adopter  la  simplification  qui  consiste  à  prendre  pour 
points  correspondants  des  deux  courbes  ceux  qui  ont  la  même  abscisse,  ou  à  sup- 
poser oJ:  =  0. 
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luriuule  qui  conlieut  comme  cas  particulier  celle   de  la  dillereiilia- 
tion  sous  le  signe  y. 

Si  l'on  connaissait  les  équations  des  deux  courbes  CD,  CD',  on 
connaîtrait  en  fonction  de  x  les  valeurs  des  différences  èy,  ây' , 
0)  ",  .  ■  •  pour  les  deux  courbes  ;  on  pourrait,  par  suite,  obtenir 

OV    =    -^   rjy-i-    -—  or     _U    _--  rjy      H-  .   .   ., 

O)  (Jy  0) 

puis  r intégrale 

/      '  9  V  <l.r. 

On  aurait  également  ^  o'^-'o  <'l  ^  i  ^^-^  C 

965.  Avant  de  chcrcber  les  conditions  du  maximum  ou  i\\\ 
minimum  de  Taire  de  la  courbe  EF,  considérons,  au  lieu  de 
courbes,  deux  polygones  CD,  EF,  en  supposant  que  les  sommets 
du  second  aient  les  mêmes  abscisses  que  ceux  du  premier,  et  que, 
pour  plus  de  simplicité,  ces  abscisses  soient  fixées  d'avance.  De 
plus,  les  ordonnées  des  sommets  du  polygone  EF  dépendent,  sui- 
vant une  loi  connue,  des  ordonnées  des  sommets  du  poly- 
gone CD,  qui  sont  les  variables  indépendantes  avec  lesquelles 
varient  tous  les  éléments  de  la  ligure,  et  en  particulier  l'aire 
du  polvgone  EF.  La  variation  ou  de  cette  aire  sera  une  fonction 
de  toutes  les  variations  des  ordonnées  des  sommets  du  poly- 
gone CD. 

Pour  que  l'aire  du  polygone  EF  soit  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, il  faut  que  la  variation  ^u  conserve  toujours  le  même  signe, 
([ucl  que  soit  celui  des  polvgoncs  infiniment  voisins  de  CD  que  l'on 
compare  à  CD.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  sur  les  maxima  et 
minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  [-403], 
il  faut  pour  cela  que  le  polygone  correspondant  au  maxinium  ou 
au  minimum  soit  tel  que  la  partie  de  du  qui  est  infiniment  petite  du 
premier  ordre  s'évanouisse,  quelles  que  soient  les  variations  des 
variables  indépendantes.  On  devra  donc  égalera  zéro  le  coefficient 
d(;  la  jircmière  puissance  de  la  variation  de  cliaque  variable  indé- 
jxiidaiilc,  ce  (pii  fournira  autant  d'é(ptations  (pi  il  \  a  de  variables 
indépendantes. 


OBJET    DU    CALCUL    DES    VARIATIONS.  i5 

966.  Supposons,  par  exemple,  que  le  polygone  EF  soit  le  poly- 
gone CD  lui-même  et  que  la  question  soit  celle-ci  : 

O/i  demande ,  paniii  tous  les  polygones  de  périmètre  donné 
passant  jiar  deux  points  fixes  C,  D  et  ayant  leurs  sommets  sur 
des  ordonnées  fixes,  (juel  est  celui  ipd  donne  une  aire  ABCD 
maximum. 

Si  Ton  désigne  par  Xo,  .^'i,  .  ..,x,v  les  abscisses  ^\^ç.<,  des  som- 
mets, par  jo;^')/;  les  ordonnées  constantes  des  extrémités  C,  D  et 
par  7  |,  .  . .-,  yn~\  les  ordonnées  variables  intermédiaires,  l'expres- 
sion de  l'aire  «,  qui  devra  être  maximum,  sera 

•'■|  —  -^"o  ,  ,         •■^a  —  -^"i  /  V 

1    '•'  =  ; (.io4-.VîJ4-  ■ {j-2-i-.'-i)H---- 


•ro 


.7  —  2 


Xn-ï 


\  2 

L'équation  de  condition  (jui  exprime  que  le  périmètre  du  pol\- 
gone  est  de  longueur  donnée  /  est 

,^  \  v^i-'^i  —  -^o)'  +  ( ji  —  j-o)'  +  v''('^2  —  ^\Y'  +  (.''2  —y\ )'  -^- •  •  • 

D'après  la  règle  établie  [109]  pour  trouver  le  maximum  ou  le 
minimum  d'une  fonction  /"  lorsque  les  variables  indépendantes 
sont  assujetties  à  la  condition  (p  =  o,  on  cliercbera  le  maximum 
absolu  de /-h/ 9,  Àétant  une  constante  que  l'on  détermine  par  la 
condition  que  les  valeurs  trouvées  pour  les  variables  satisfassent  à 
l'équation  o  =  o.  Nous  avons  donc  ici  à  chercher  le  maximum 
absolu  de 


-J'o+  ^ J'i 


-f-  ).  1  rj  H-  r,  -f- 


cn  posant,  pour  abréger, 
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Or  la    variation  de  la   qiianlilé  (3)  est,    eu  remarquant  que  x^, 
Xi,  . . .,  x^.j'cj} /n  ?' sont  (les  constantes, 

•^S  '"l    ->  ,  ,     •'■"  •'^11—2  ->,. 

2  2 


.r.. 

— 

■■'■0 

iy 

2 

"/, 

".n 

Jo 

11  iaul  nialnleiiaiit  ordonner  cette  expression  par  rapport  ào>|, 
0)'..,  ...,  $}/i-  et,  pour  cela,  écrire  les  termes  de  la  seconde  ligne 
sous  la  lorme 

"  ■' )'i  —  v„  V,  —  )-,\    ^  /i% — ,)  I  Vz — .l'A    ^ 


où  l'on  a  introduit,  au  lieu  des  did'érences  des  variations  de  deux 
ordonnées  consécutives,  ces  variations  elles-mêmes  multipliées  par 
les  différences  de  leurs  coefficients,  transformation  qui,  dans  le 
cas  où  les  différences  sont  infiniment  petites,  correspond  à  l'inté- 
gration par  parties  [970]. 

En  égalant  maintenant  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  variation, 
on  a  les  Ji —  i   équations 


r,  —_)n        r, 


/■) 


r., — ./'i  .   /  V.,  —  r,  V;.  —  y.. 


(4)  2  \     /■, 


O  = h  / I  -, 

\  2  \  '•„-!  'n 

(|ui  détermineront  7,,  7  j,  ...,j),^_i  en  lonclion  de  À.  i'.n  subsli- 
luant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  en  tirera  la  valeur  de  À, 
et,  [lar  suite,  on  connaîtra  7  i»Jl>»  •••»  )//-i- 

î)()7 .  Supposons  maintenant  tous  les  iuloi\allcs  .r,  —  .r„  , 
Xo — J'i ,  ...,  x,i  —  Xi,_y  infiniment  petits  et  égaux  à  dx.  En  écri- 
vant alors  dsk_x  au  lieu  de  /•/,,  les  équations  (4)  se  cliangeront  dans 
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les  suivantes  : 

(U-Q  —  Id  -—  :=  O  ,       ciXi  —  Ad  — —  =  0,       .  .  .  ,       dr„_,  —  id  "  =  o. 

Cette  suite  d'équations,  toutes  de  forme  identique,  exprime  que, 
pour  tous  les  points  de  la  courbe  limite  du  polygone,  on  a  la  rela- 
tion 

ax  —  /  ((  —  =  o , 
ds 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  différentielle  de  cette  courbe. 
L'intégrale  de  cette  équation,  qui  est  du  second  ordre,  renfermera 
deux  constantes  arbitraires,  que  l'on  déterminera  par  la  double 
condition  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points  donnés.  On 
cherchera  ensuite  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  en  fonction  de  / 
et  on  l'égalera  à  /,  ce  qui  achèvera  de  déterminer  la  courbe,  laquelle 
est  un  cercle  [972].  Ainsi  le  cercle  est,  parmi  toutes  les  courbes 
isopérimètres  menées  entre  deux  points  donnés,  celle  qui  com- 
pi^end  une  aire  maximum. 

968.  On  voit  par  cet  exenqjle  que,  si  Ton  passe  du  polygone 
infinitésimal  à  la  courbe  qui  en  est  la  limite,  le  nombre  des  variables 
indépendantes  devient  infini.  Les  équations  de  même  forme, 
obtenues  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  première  puissance 
de  chaque  variation,  se  changeront  en  une  relation  devant  avoir 
lieu  pour  une  infinité  de  points,  c'est-à-dire  à  une  équation  entre 
deux  variables  continues  et  leurs  différentielles.  Pour  obtenir  cette 
relation,  il  faut  calculer  l'expression  de  au  en  fonction  de  l'abscisse, 
dej^  et  de  ses  dérivées,  et  des  variations  de  j^  et  de  ses  dérivées, 
ces  dernières  variations  étant  encore  des  fonctions  des  mêmes 
variables;  puis  on  écrira  que  la  quantité  ^w,  réduite  à  sa  partie 
principale,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur 
au  premier,  s'évanouit  pour  toutes  les  valeurs  de  a:  comprises  entre 
les  limites,  en  tenant  compte  de  la  partie  de  hu  qui  peut  provenir 
de  la  variation  des  limites  elles-mêmes,  lesquelles,  dans  le  poly- 
gone, auraient  pu  faire  aussi  partie  des  variables  indépendantes. 

Pour  montrer  comment  la  considération  du  polvgone  peut  con- 

duire  à  une  expression  telle  que  /      J'{-^',  Tij'^'  ■  •)  '^^"^  remar- 
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(|iioiis  que  la  somme  (3),  qui  doil  èlre  un  maximum,  devient,  pour 
(les  divisions  infinimenl  petites  de  l'intervalle  a'„  —  Xq  et  dans 
l'hypothèse  où  j'  devient  une  fonction  continue  de  x, 

-  J'n  (f-'-n  -^  .Il  ''''■''i  -+-•••-+-  r,i    ,  do:,,    ,  -i-  -  )„  d.r„_^ 
2  ?. 

+  >.  (\Jdrl  H-  cIjI  -h  sjdi^l  -h  dy\-\- .  .  .  ), 
,    ,.  I  ,  T  j 

OU,  en  négligeant -jo^-i^'o  el -J>«"-^«-i> 

[ydx  H-  ).  ^'V/./.-  -f-  dj-]. 


X 


Il  s'agit  maintenant  de  calculer  la  variation  d'une  telle  intégrale 
définie. 

969.   Nous  avons  déjà  déterminé  la  partie  de  ou  en  dehors  du 
signe  /, 

\^o.r^  —  Voc/.r-o  =  [Va.rj^. 

Pour  calculer  l'autre   partie  /       ^\ dx,  désignons,  pour  abré- 
gcr,  par  P,  (^,  R,  .  .  .  les  dérivées  partielles  de  \    par  rapport  à 

)    J      )       1      }         T     •    •    •    ■) 

()j  ()y  0) 

on  aura  ainsi 

oY  =  Pc?,)--!-  Qo  l'-t-  H'-J/'-h  .... 

Or,  si  )  1  =  )  +  oy  est  l'ordonnée  de  la  courbe  C'M'D',  infiniment 
voisine  de  GMD,  on  aura 

et,  en  général, 

ce  (|ue  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

d'^[rjj-)=rj[d"r), 

(Jx  étant  une  constante  par  rapport  à  la  caractéi'istique  o.  Ainsi  les 
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opérations  indiquées  par  les  caractéristiques  d  el  d  sont  commii- 
tatives  entre  elles. 

970.   Cela  posé,  on  a 

j  rJYdx  =     /  (Pr;,    +  Q-J)  '4-  ROJ  "-h    .   .   .  )  dx. 

Les  quantités  o)',  O)",  ...  qui  entrent  dans  cette  expression 
sont  des  fonctions  des  variations  indépendantes,  c'est-à-dire  des  àr. 
Ainsi,  en  appelant^  , j)  ,,  7  o,  ...  les  ordonnées  correspondantes  aux 
abscisses  x.,  x  -h  dx,  x  -h  idx,  . . . ,  lesquelles  ordonnées  sont  les 
variables  indépendantes  du  problème,  J)  ',  o^  " ,  • .  •  seront  les  limites 
des  rapports 

or.-,  —  2o  )'■  -!-  0)' 


0)  1  —  or 
dx 


(tx- 


Nous  allons  faire  disparaître  de  dessous  le  signe  y  ces  variations 
non  indépendantes^}',  ^^",  ...,  pour  n'y  laisser   que  les  varia- 
tions indépendantes  dy,  et  pour  cela  nous  emploierons  rintégration 
par  parties. 
On  a,  en  effet, 

/       Qo.r'  dx  =  \       Q./.;j  =  [Q.;,];  _   /       ^  rjydx, 
t/.r„  J  x^  Jx„      ^■'"^' 

/       R^;j"  dx  =  I       R./.;.)  '=  [R^^-'  ];-   /       —  rJr'dx 
=:     Ro) 7-'^  y     +  /       ——-rjydx, 

j .  ^'^"'''''-  =^  L"^^^^'  ~  ^- '^'  '^  ^'  ''''i~  I ■  ^ ^^"^"' 

et  ainsi  de  suite.  Si  donc  on  pose 


II 


dR 


d-  S 


'  a.f         dx- 


^.-^-S^---)'^"'^''- 


V 


dQ        d'R        f/^S 

0  =  P-^  +-7--  yr 

II.  —  Cours  de  Calcul  in  fui.,  III. 


on  aura 
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rj  i    '  \(/.v  =  H  -h   r    '0  r7ydv. 

Telles  sont  les  formules  que  nous  emploierons  lorsque  les 
llMiites.ro  et  a:,  seront  fixes,  et  alors  le  terme  [V^.rJ^  disparaîtra 
de  lui-même. 

97i  .  ÎMais  lorsque  les  limites  Xq,  .r,  de  l'intégrale  sont  supposées 
variables,  il  faut  faire  subir  une  transformation  à  la  valeur  de  H. 
La  quantité  que  nous  avons  désignée  par  ^j  et  les  quantités 
0)',  0)",...,  qui  en  sont  les  dérivées,  sont  obtenues  en  passant 
d'un  point  M  de  la  courbe  CD  au  point  M'  de  la  courbe  CD',  situé 
sur  la  même  ordonnée.  Or,  si  l'on  veut  calculer  les  variations  des 
coordonnées  des  extrémités  G  et  D  de  la  courbe  {fi^.  89)  et  celles 
des  dérivées  de  ces  coordonnées  d'après  les  conditions  auxquelles 


F'C-  %• 


ces  extrémités  sont  assujetties,  il  faudra  faire  varier  à  la  fois  les  x 
et  lesj^  de  ces  extrémités.  Par  exemple,  si  l'extrémité  C  est  assu- 
jettie à  rester  sur  une  courbe  donnée  CC,  son  ordonnée  j^  ne 
pourra  pas  varier  sans  l'abscisse  a"o,  de  sorte  que,  en  différentiant 
ré([uation  de  la  courbe  CC  par  rapport  à  .r,,,  on  devra  faire  subir 
à  .r,),  }  0,  ^'y<---   des  variations   que   nous  désignerons,   pour   un 

instant,  par  Aa'o,  ^^\),  ^.)'„ 

Le  A)  0  ainsi  défini  peut  s'obtenir  en  faisant  varier  d'abord 
l'ordonnée  70  de  la  quantité  CCi  =  ÔYoi  l'clative  à  la  même 
abscisse,  puis  en  y  ajoutant  la  différence  entre  les  ordonnées  AC| 
et  A'C,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (aux  quantités  du  second 
ordre  près),  la  différence  entre  les  ordonnées  AC  et  A'C",  prises 
sur  la  même  courbe  et  correspondantes  à  des  abscisses  qui  dif- 
fèrent entre  elles   de   A^,,.  Celte   différence  a  ainsi  pour  valeur 
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}'y  A^o,  de  sorte  qu'on  a 

A  jo  =  A'  C—  AC  =  J)-,)  -f-  J'o  A.ro- 

On  devra  donc  x'emplacer  le  J)„  qui  entre  dans  l'expression 
de  H  et  qui,  étant  ce  que  devient  pour  x  ==  x^  le  0>  qui  est  sous 
le  signe  J',  correspond  par  suite  à  une  abscisse  Xo  invariable,  on 
devra,  dis-je,  le  remplacer  par  son  expression  au  moyen  des  varia- 
tions simultanées  de  l'ordonnée  et  de  l'abscisse, 

j'q  étant  ce  que  devient  le  y'  de  la  courbe  CD  pour  .r  =  j„,  et 
Axi),  Aro  ayant  entre  eux  un  rapport  déterminé  par  la  condition 
initiale  à  laquelle  est  assujetti  le  point  G,  par  exemple,  par  l'équa- 
tion de  la  courbe  GC. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  pour  la  variation  de 
la  valeur  initiale  de  la  fonction  y  s'applique  de  la  même  manière 
aux  variations  des  valeurs  initiales  des  dérivées  •}',  ■}",...,  de  sorte 
que  l'on  aura 

On  aurait  des  formules  toutes  semblables  pour  les  variations 
dyt ,  §j\ ,  dy^ , . . .  correspondantes  à  l'autre  limite  x,  de  l'intégrale. 

Donc,  pour  avoir  la  valeur  de  H  exprimée  au  moven  des  varia- 
tions des  quantités  aux  limites,  telles  qu'elles  sont  données  par 
les  équations  de  condition  relatives  à  ces  limites,  il  faut,  dans 
l'expression  de  H,  remplacer 

0)-,        r;)',        0)      ,         ... 

respectivement  par 

A)—  )'A.r,       A.)'  — j'A.r,      Aj"— ,) '"A,/-,       ..., 

de  sorte  que,  en  remettant  de  nouveau  â  au  lieu  de  A,  et  ayant 
soin  de  se  rappeler  la  différence  de  signification  entre  les  0  sous 
le  signe  f  et  les  d  hors  du  signe  J^,  on  aura  pour  H  cette  nouvelle 
expression,  que  l'on  devra  employer  dans  le  cas  des  limites 
variables, 


H  = 


.-]. 


4- 
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les  quantités  7',  )",...  et  tout  ce  qui  en  dépend  étant  donnés  par 
Téquation  de  la  courbe  CD,  et  les  variations  5  étant  les  accrois- 
sements subis  par  ces  quantités,  lorsque  les  extrémités  C  et  D  se 
déplacent  conrorniémcnt  aux  conditions  auxquelles  elles  sont 
assujetties.  Ainsi,  si  les  quantités  relatives  à  la  limite  .ro  sont  assu- 
jetties à  la  condition 

F  (•■'■o..ro,,r',„^i  0,  .  .  .)  =  o, 

on  devra  prendre  pour  oa,,,  Oj„,  01',,.  oj"^,  ...  des  accroissements 
satisfaisant  à  la  relation 


àV   ,  <)¥   ,  ()F 

1—  '■■'•''•0  +  -y-  V''>  ■+-  -r-r 
à-f-o  "Jo  <Jjo 


Quant  aux  dérivées  àejo,  d'ordres  supérieurs  à  celles  qui  entrent 
dans  F,  elles  ne  seront  assujetties  à  aucune  condition,  et  leurs 
variations  devront  être  considérées  comme  indépendantes. 

97!2.  Si,  outre  la  fonction  inconnue  j)'  et  ses  dérivées,  l'expres- 
sion V  renfermait  une  autre  fonction  inconnue  z  avec  ses  dérivées, 

alors,  pour  avoir  0  /       Ydjc,  il  faudiait,  en  désignant  par  \),  i], . . . 

'  •'» 
les  dérivées  partielles  de  V  par  rapport  à  -,  z',  ...,  ajouter  à  la 

valeur  de  H  les  termes 


+  l  q  —  -7:.  +  •  •  •  ]'-j^-i-  [tc  —  . .  .)oz'- 


ct  augmenter  le  terme  ©o>  sous  le  signe  f  de  la  quantité  analogue 

y  fl.r         (l.tr 

On  agirait  de  même  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de  fonc- 
tions inconnues. 
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§    II. 

FORMATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    POL'R    LA 
DÉTERMINATION     DES    FONCTIONS    INCONNUES 

973.   Considérons  d'abord  le  cas  d'une  seule  fonction  inconnue. 
La  variation  de  l'intégrale  définie 


n=        '  Vdr 


a  pour  partie  infiniment  petite  du  premier  ordre 
(2)  ou  =  H  -h  I       &oydx. 

Pour  que  u  soit  maximum  ou  minimum,  il  faut  que  la  variation 
complète  et  rigoureuse  de  u  à  partir  de  la  valeur  cherchée  de  r  en 
fonction  de  x  ait  un  signe  constant,  quels  que  soient  les  signes 
des  variations  indépendantes  desquelles  dépend  la  variation  de  u. 
Or  le  signe  de  la  variation  de  u  dépend  de  celui  de  sa  partie  prin- 
cipale ou,  tant  que  celle-ci  n'est  pas  nulle.  Mais  ^u  se  compose  de 
deux  parties ,  dont  la  première  H  change  de  signe  lorsqu'on 
change  en  même  temps  les  signes  de  toutes  les  variations  qui  sont 
indépendantes  parmi  les  variations  oj'^,  ây^,  O) '„,...,  âx,,..., 
La  partie  f&dj  dx  change  de  signe  lorsqu'on  change,  pour  toute 
valeur  de  x,  le  signe  de  la  fonction  arbitraire  By.  Donc  au  peut 
changer  de  signe,  s'il  n'est  pas  nul.  Donc,  pour  que  la  variation 
complète  de  u  ne  change  pas  de  signe,  il  faut  que  ou  soit  nul, 
quelles  que  soient  les  variations  des  variables  indépendantes. 

Or  du  se  compose  de  deux  parties ,  qui  dépendent  de  deux 
systèmes  de  variations  indépendants  entre  eux,  et  dont  chacun 
pourrait  tour  à  tour  prendre  une  valeur  numérique  prépondérante 
et  donner  son  signe  à  l'ensemble  s'ils  n'étaient  pas  nuls  séparé- 
ment. Il  faut  donc  que,  séparément,  on  ait 

Qojd.v  ^=  o, 
et,  comme  l'intégrale  ne  saurait  être  nulle,  quel  que  fut  oj,  si  l'on 
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n'avait  pas  (-)  =  o,  on  trouvera  donc  enfin  qu'il  faut  satisfaire  aux 

deux  conditions 

H  =  o,     w  =  o. 

On  verra  de  même,  dans  le  cas  de  deux  fonctions  inconnues 
j'  et  z  [972],  que  l'on  doit  avoir  en  général 

II  =  o,     H  =  o,     ^  =  o, 
et  ainsi  de  suite. 

974.  Ordre  de  V équation  dijf'cjentielle.  —  Dans  le  cas  d'une 
seule  fonction  inconnue,  soit  j^"^  la  plus  haute  dérivée  contenue 

dans^  ,  et- — —  =  T.  L'équation  0  =  o  contiendra  [970]  laquan- 

lilé  - — -i  et,   si  T  l'enferme  r^"^,  0  contiendra,  par  suite,  x^'-"'' . 

Donc  l'équation  0  =  o  sera  généralement  de  l'ordre  in.  Elle 
serait  d'un  ordre  inférieur  si  T  ne  contenait  pas  j'^"\  c'est-à-dire 
^ijUi)  n'entrait  que  linéairement  dans  V. 

Dans  le  cas  de  deux  fonctions  inconnues  r,  z,  si  les  plus  hautes 
dérivées  contenues  dans  V  sont  j^"^  et  ^^"'  ,  on  aura  deux  équa- 
tions simultanées  dont  les  ordres  seront,  pour  l'une,  in  par 
rapport  à  j  ,  n  -h  m  par  rapport  à  z  ;  pour  l'autre,  n  -h  m  par  rap- 
port inj,  ini  par  rapport  à  z.  L'ordre  du  système  sera  donc,  en 
général,  égal  à  in  -+-  ini. 

975.  abaissement  de  l'ordre  de  V équation  différentielle.  — 
Considérons  le  cas  d'une  seule  fonction  inconnue.  L'équation 
difiercntielle  sera 

^     '  (Ix         dx- 

On  peut  ahaisser  son  ordre  dans  les  cas  suivants  : 
1°  V  ne  contient  pas  y,  et  l'on  a  P  =  o.  Alors  il  vient,  en  inté- 
grant une  première  fois, 

-Q4-  — -...=C. 
dx 

Si  V  ne  contient  ni  j-  ni  j',  alors  P  =  Q  =  o,  d'où,  en  intégrant 
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Jeux  fois, 

R  —  ^  +  .  .  .  =  C.r  +  C, 

et  ainsi  de  suite. 

2"  V  ne  contient  pas  x.  On  pourrait,  dans  ce  cas,  prendre  j^ 
pour  variable  indépendante,  ce  qui  ramènei'ait  ati  cas  précédent; 
mais  il  est  plus  simple  de  procéder  comme  il  suit.  On  a  alors 

dV=Vdy  -\-qdy'  + 

Or,  d'après  l'équation  (3  ), 

dO        d' R 
9=-^-—,  +  ...; 

dx  dx- 

donc 

'  dx  ■  dx-     ■  "  dx/- 

On  a,  d'ailleurs, 

dx  dx-  J    dx  ' 

et  ainsi  de  suite.  Donc 

v=  c  +  (^y  +  R )  "  —  -y-  }■'  -I-  sj  '"  -  —  j"  +  -^j'+  . . . 

•  dx  dx  dx- 

équation  de  l'ordre  in  —  i  seulement,  dont  le  second  membre  a 
une  forme  analogue  à  celle  de  H. 

3°  V  ne  contient  ni  x  ni  r.  Alors  -—  =  o,  P  =  o,  et  l'on  a 

•^  Ux 

dÇ)       d-Vi. 

dY  =  qdy  +  Rdy'-^...,    o= --  +  —  -.... 
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Cette  dernière  équation  donne 

et,  en  substituant  cette   valeur  dans  réquallon  (4),   celle-ci   dc- 
\  ient 

(  5  )     V  =  c  4-  cy + ^  R  -  ^  + ...  V,  "+[  s  -...;.)'"+... , 

équation  d'un  ordre  moins  élevé  d'une  unité  que  (4). 

De  même,  si  V  ne  contient  aucune  des  quantités  x,  y,  -)',  alors 

-— -  =  P  =  O  =  o,  et  l'on  a 

(I.V  ^ 

R-^+...=  C',r  +  C". 

(I.V 

Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  elle  devient 

V=  C  —  CV-f-  (C'.r  H-  C")^-"+  (S  —  .  .  .]r"'-r-  .  .  ., 

équation  de  l'ordre  2/z  —  3.  Et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  que,  si  dans  un  problème  de  Géométrie  plane  on 
arrive  à  une  équation  différentielle  du  second  ordre,  et  que  \  ne 
contienne  ni  .r  ni  y,  on  pourra  abaisser  immédiatement  l'ordre  de 
l'équation  de  deux  unités,  ce  qui  revient  à  trouver  deux  intéi;rales 
premières,  entre  lesquelles  il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  >'.  Si 
donc  V  ne  contient  quej',  on  arrivera  immédiatement  à  une 
équation  finie. 

On  opérera  d'une  manière  analogue  dans  le  cas  de  deux  fonc- 
tions inconnues. 

976.  Dt'tcrnii nation  des  constantes  nrhilraires.  —  Dans  le  cas 
d'une  seule  fonction  inconnue,  l'intégration  de  l'équation  0  =  0 
amène,  en  général,  in  constantes  arbitraires.  Pour  les  déterminer, 
on  se  servira  de  l'équation  H  =  o,  et  nous  allons  voir  comment, 
dans  chaque  cas  particulier,  cette  équation  fournira  autant  de 
relations  qu'il  en  faut  joindre  aux  conditions  aux  limites  pour 
déterminer  ces  "xn  constantes. 

i**  Les  quantités  aux  limites  ne  sont  assujetties  à  aucune  condl- 
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tion.  Pour  chaque  limite,  on  aura  une  relation  de  la  forme 

krJx  +   Br?;-  +  Crjy'  +  .  .  .  —  o, 

où  entrent  ^x,  (^j,  dj',  .  .  . ,  $j-("-iK  En  égalant  à  zéro  les  7i  -h  i 
coefficients  A,  B, .  .  . ,  relatifs  à  chaque  limite,  on  obtiendra  2«-{-  2 
équations,  qui,  jointes  à  l'équation  intégrale  de  0  =  o  prise  aux 
deux  limites,  donneront  en  tout  2/^  +  4  relations  pour  déterminer 
les  271  constantes  arbitraires  et  les  quatre  quantités  .r„,  )  0,  .ri,j  ,. 

S'il  y  a  deux  fonctions  inconnues,  l'équation  H  =  o  fournira 
•2[n-{-  j/i-\-i)  relations;  les  intégrales  des  équations  0  =  o,  S-  =  o 
en  fourniront  quatre,  ce  qui  fait  en  tout  2(7^  H- ///)  H- 6  relations 
pour  déterminer  les  ^[n -+- m)  constantes  arbitraires  et  les  six 
quantités  Xo,  7  „,  ~o,  .T,,ji,  z,.  Et  ainsi  de  suite. 

2°  La  courbe  obtenue  aboutit  à  des  points  fixes.  Alors  ^Xo,  ^)  o> 
dxi,  d^i  étant  nuls,  on  a  quatre  écjuations  de  moins,  qui  seront 
remplacées  par  la  connaissance  des  quatre  quantités  ^o»  J  05  -^lO  '• 

De  même  dans  le  cas  de  deux  fonctions  inconnues. 

3°  La  courbe  est  assujettie  à  certaines  conditions  aux  extrémités. 
Par  exemple,  on  donne  la  direction  de  la  tangente  au  point 
[xo,  J'o)'  Alors,  d}\  étant  nul,  on  a  une  condition  de  moins  ;  mais 

elle  est  remplacée  par  la  connaissance  de  la  valeur  de  — —  pour 

X  —  Xq  . 

Si  l'on  demande  que  les  tangentes  aux  deux  extrémités  fassent 
entre  elles  un  angle  donné,  un  angle  droit  par  exemple,  on  aura 

J  0 

On  aura  un   coefficient  de  B  de    moins    à    égaler   à  zéro;    mais 
l'équation    qui   en   serait  résultée   est  remplacée    par  l'équation 
y'^j\  =  —  I,  oùj'^  et  7',  sont  tirés  de  l'équation  intégrale,  dans 
laquelle  on  fait,  après  la  différentiation,  x  =  Xo,  puis  x  =  x,. 
4^  Si  le  point  (xq,  jo)  doit  se  trouver  sur  une  courbe  donnée 

F(.ro,J-o)  =  o, 
on  aura  alors 

d'oîi  l'on  tire  djo  en  fonction  de  $Xo.  On  a  alors  une  équation  de 
moins,  qui  est  remplacée  par  celle  de  la  courbe. 
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j"  Dans  le  cas  de  deux  fondions  inconnues,  supposons  la  courbe 
■cherchée  assujettie  à  rester  sur  une  surface  donnée 

F(.r,r,3;=:o. 

Alors,  on  aura  à  la  fois 

0 f7j -  +  5 c/ z  =  o ,     F' [y ) rîj  -i-  F' ( 2 ) rJz.  =  o, 

il'oîi  l'on  lire  l'équation  unique 

0      __      B- 

F'(J)~F'(.)' 

dont  l'ordre  sera  le  plus  grand  des  deux  nombres  a?;,  q.jii,  et  que 
l'on  ramènera,  au  moyen  de  l'équation  F  =  o,  à  être  une  équation 
entre  deux  variables  x  et  y  ou  x  et  z. 

On  agii-a  de  même  pour  les  autres  cas  qui  pourront  se  pré- 
senter. 

977.  Maxima  et  miniiua  relatifs,  ou  problème  des  isopéri- 
iiirtres.  —  Ces  sortes  de  questions  tirent  leur  nom  de  la  première 
d'entre  elles  qui  ait  été  résolue,  et  que  nous  avons  déjà  indiquée 
dans  les  n"^  9(36  et  967. 

On  sait  [408]  que,  ])our  obtenir  le  maximum  ou  le  minimum 
d'une  fonction  u  =zj'(^x,j-,  z,  .  .  .)  de  plusieurs  variables,  lorsque 
celles-ci  sont  assujetties  aux  conditions  exprimées  par  les  équa- 
tions 

?  =  o>     /.  =  o,      .  .  . , 

on   devra    chercher  le  maximum    ou    le    minimum   absolu    de  la 

fonction 

u  H-  l'j  -\-  a/-\-  .  .  ., 

où  l'on  considérera  toutes  les  variables  x,  y,  -,  .  .  .  comme  indé- 
pendantes, /.,  [i,  ...  étant  des  facteurs  constants  indéterminés. 
l^es  valeurs  que  l'on  obtiendra  pour  ,r,  )  ,  z,  .  .  .  seront  des  fonc- 
tions de  ^,  p.,  •  •  . .  En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 
de  condition  tp  =  o,  y=  o,  .  .  . ,  celles-ci  donneront  les  valeurs 
de  ?.,  a,  .... 

Cette  règle,  étant  applicable  quel  que  soit  le  nombre  des  va- 
riables indépendantes,  le  sera  encore  à  la  limite,  quand  ce  nombre 
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sera  infini,  comme  cela  a  lieu  clans  les  questions  qui  dépendent 
du  Calcul  des  variations. 

Soit  proposé,  en  effet,  de  trouver  la  valeur  dcj   qui  rend  maxi- 
inum  ou  minimum  l'intésrale 


-L 


Ud.r, 


cette  fonction  j'-  étant  assujettie  à  la  condition  qu'une  autre  inté- 
lirale  définie 


■■=r 


Ydi 


(Vêtant,  ainsi  que  U,  une  fonction  donnée  de  x,  j,  r',  j",  ...) 
prenne  une  valeur  déterminée  a.  Soit  X  une  constante  indéter- 
minée, et  cherchons  le  maximum  ou  le  minimum  absolu  de  l'ex- 
pression 

u  -\-A[i'  —  a], 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  "ka  étant  constant,  celui  de 

La  fonction  y  que  l'on  trouvera  rendra  la  quantité  iv  maximum  ou 
juinimum  parmi  toutes  les  valeurs  qui  correspondent  à  une  valeur 
donnée  de  X,  quelle  qu'elle  soit.  Si  maintenant,  à  l'aide  de  la  valeur 
trouvée  pour  j^,  on  calcule  l'intégrale  i^,  cette  intégrale  sera  une 
fonction  de  A.  En  déterminant  X  de  manière  que  v  prenne  la  va- 
leur a,  Y  sera  alors  la  fonction  qui  rend  maximum  ou  minimum 
la  quantité  u-{-l(^i'  —  a)  parmi  toutes  celles  qui  répondent  à  la 
valeur  de  X  qvii  rend  t»  =  «.  Ce  sera  donc  la  fonction  cherchée. 

On  opérerait  de  même  si,  au  lieu  d'une  seule  condition  i>=za, 
on  en  avait  plusieurs  : 


978.   On  peut  encore  démontrer  cette  règle  comme  il  suit. 

L'intégrale  n  devant  être  maximum  ou  minimum  et  l'intégrale  ^ 
constante,  les  variations  de  ces  deux  intégrales  seront  nulles,  de 
sorte  que  l'on  aura  à  la  fois 

rJU  Z=  O,         I-JC  =  O. 
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En  Iransfornianl  niainlcnanl  ces  deux  variations  au  moyen  de  Tin- 
tégralion  par  parties  [970],  on  aura  les  deux  conditions 

G -+-    /       (-)rjj(ix  =  0,       H -i-   /        Aàjel.r  =  o. 

Si  l'on  pose  mainlcnanl 

(i)  /      \Syil.Tz=-\,[x], 

la  fonction  ^[x)  sera  telle,  que  Ton  aura  à  la  fois 

(2)  ■L[.r^)=0, 

puisque  Xq  est  la  limite  inférieure  de  Tintégrale  (1),  et 

(3)  H  +  -^(.rJ=o, 

à  cause  de  ot^  =  o. 

L'équation  (i)  donne,  en  différentiant, 

,     ,         ^  -l'I.r] 

cl,  par  suite,  l'équation  011=^0  devient 


,r)  de  =  o, 


OU,  en  intégrant  par  parties,   et  ayant  égard  aux  équations  (2 
et  (3), 


o-0u-r%,.).^=o. 


Dans  celte  écjiiation,  '\i{x)  est  tout  à  fait  arbitraire  entre  les  limites, 
comme  ^y  l'était  dans  les  questions  do  maximum  ou  de  minimum 
al)solu.  Nous  en  conclurons  donc,  de  la  même  manière. 


[^],«  =  - 


A 


La  seconde  de  ces  équations  donne 
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1  étant  une  constante  arbitrante,  et,  par  suite,  on  a  aussi 


mr- 


Les  équations  précédentes  pourront  donc  se  mettre  sous  la  forme 

G  +  aH  =  0,       0-|-)-A=:O, 


chait  le  maximum  ou  le  minimum  absolu  de  l'intégrale 


c'est-à-dire  que  l'on  obtient  les  mêmes  équations  que  si  l'on  clier- 
u  le  minimum 


V  -hl\]dx. 


§  m- 

EXEMPLES    d'application    DU    CALCUL    DES    VARIATIONS. 


979.   1.   Trouver  la  ligne  de  longueur  minimum  entre  deux  de 


ses  points. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum  est 


La  quantité  sous  le  signe  f  ne  contenant  ni  x,  ni  j  ,  ni  z,  les  équa- 
tions 

donnent 

Qzr=C,      q.^C, 

r' 
ou,  à  cause  des  valeurs  O  =  ?  q 


\J  1   -h   )■"' +  Z"'  ^:+j-'2+s'2 

j'z=Ci,      z'  =  C.2, 


(1  ou 

(2)  j-=:C,.r +  C'i,      c  =  C2.r-f-C',, 

équations  d'une  ligne  droite. 
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L'équation  H  =  o  devient 

[■  V  —  Qj'—  qz   )  OX  -f-  Qc?)-  4-  qoz][  =  O. 

On  aurait  pu  arrivai'  directement  aux  équations  (i),  en  calculant 
immédiatement  la  variation 

^^      ' 7^ r^l^         i         roY  -^zoz 

Or 

et  de  même  pour  l'autre  terme.  Donc  on  aura 

y  ,     _^ 


puis,  en  remplaçant,  dans  la  partie  intégrée,  oj  ,  dz  par  aj'  —  y'oXy 

d=  —  z'dx[91\], 

r;.r  V'  I  -i-  ^■'-  +  2  ^  -+-  •'-^ — - — ^ ^ '-  =  o, 

ou,  en  réduisant, 

(3)  [0\v-hyrh--hz'rh]l  =  O. 

980.  Si  les  extrémités  sont  fixes,  leur  connaissance  détermine 
les  quatre  constantes  C|,  C, ,  Co,  C,. 

Si  l'une  des  extrémités  est  assujettie  à  l'ester  sur  la  courbe  re- 
présentée par  les  équations 

(4)  î>(-^0>.)Oi  Zq)  =  o,       /^'-oij'o,  "o;  =  o, 

alors  on  a 

^     '   OXq  Ovo  OZo  O.r^  (Jjo  <^-o 

L'équation  (3)  se  réduit  à 
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équation  qui  exprime  que  la  droite  (2)  est  normale  à  la  courbe  (4). 
En  y  joignant  les  équations  (2)  et  leurs  difFérentielles  pour  x  =  Xo^ 

on  aura  le  nombre  d'équations  nécessaire  pour  déterminer  les 
quatre  constantes  C,,  C, ,  C-.,  C.,.  En  eflfet,  les  dernières  équations 
donnent,  avec  l'équation  (6), 

(?./"o  +  Cl  0)0  +  C,r?3o  =  O, 
équation  qui,  jointe  aux  équations  (5),  conduit  à  la  suivante  : 

I  Cl  C, 

di>  df  df 

ô^o  àjo  dzo 

ày.  àA  dz 

ôxq  djo  àz^ 

Cette  équation,  jointe  aux  équations  (4)  et  aux  équations 

:>i  =  Ci.ri -f- C'j,      3,  =  C,,./'i-+- C',, 

oiiXf,  7  1,  Zi  sont  donnés,  formera  un  système  de  sept  équations, 
d'où  l'on  tirera  les  sept  constantes  inconnues  Xu,  ']  0,  ~-oy  C|,  C, , 

ce.  _     ^ 

On  traiterait  de  la  même  manière  le  cas  où  l'extrémité  (x,,  7,,  ^,) 
serait  assujettie  à  rester  sur  une  autre  courbe  donnée. 

On  procéderait  semblablement  si  l'une  des  extrémités  ou  toutes 
les  deux  étaient  assujetties  à  rester  sur  une  ou  deux  surfaces 
données. 


981 .  Trouver  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  donnée 
lisne  séodésiaue).  —  Soit 


l'équation  de  cette  surface.  On  en  tire 


àf  . 
or 
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avec  réqualion 

y'  .  2' 

oy.d  "  ■+-  oZ'  =0, 

V^i-f- v'--T-3"  ^i  +  y-^-z- 

ou 

,       (h         ,      dz 
nyd  -j-  +  ozd—  =  o. 
fis  ds 

Par  conséquent,  à  cause  des  équations 

--—  dx  -I r^-  dV  H r-  <7C  1=1  G, 

ox  ojr   '        dz 


X     dx        dv     cir        dz     dz         I     Sfdxy-       (dyy-       [  dzy] 
^s''Ys-^d^''ds^Ts''ds  =  V'\\js)   ^l^j^iiT^j   J=°' 


on  en  con 


clura 


df  (Iz         dv     <ly        dz      dz  dx 

d^~        d—        -j- 'i -T  ^  -r '^ -r        '^-T 
ds  ds         ds      ds         ils      fis  ds 


ùy  dz  f)y  ds        dz  ds  dx 

équations  qui  expriment  que  le  plan  osculaleur  de  la  ligne  cher- 
chée est,  en  chaque  point  de  cette  ligne,  normal  à  la  surface 
donnée  [697]. 

Soit,  par  exemple,  la  surface 

y^^z^^a}. 

^      <V 
A  cause  de  —  :=  0,  on  aura  ici 

d.i: 

,dx  ,        dx 

a  — -  =  O,      d  ou      —  =  L; 
fis  ds 

la  tangente  à  la  courbe  fait  un  angle  constant  avec  Taxe  des  x. 

Ensuite  on  trouve 

/  i-\  ,  o'-  ,        flr'- 

fls-  =.  dx-  -r-  dy-     i  -f-  ^  \  z=  d.i-  -. ; d)  -  =  y 

-     \  z-  J  d-  —  y-    ■  C- 

dx'-  =  C"-dx\ 


c- 


j=:.'zsin(-  ^C'M,      c  =  «cos(^  +C"), 


équations  d'une  hélice  [7;22]. 
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SI  les  extrémités  sont  données,  on  déterminera  les  constantes 
de  manière  que  la  courbe  passe  par  ces  extrémités, 

982.  Cherchons  l'équation  de  la  ligne  géodésique  dans  un  sys- 
tème de  coordonnées  curvilignes  quelconques  u,  u.  Il  faut  déter- 
miner [714]  le  minimum  de  l'intégrale 


s  =iJ\/Edi/'  -+-  lYdudv  -f-  Gdv^, 

prise  entre  deux  limites  constantes.  On  a,  par  les  règles  du  calcul 
des  variations,  en  prenant  v  pour  variable  indépendante  et  faisant 
rjc  =  o, 

os  =:   /  — -      (  — -^  du-  -f-  2  -—  du dv  +  — -  ,cA'2  U"»  -f-  2  ( E du  -\-Y dA  d ou 
J  "Xds  \_\Ùu  Ou  au        J  ^  '        J 


ôF  ^  ^  dC,  , , 
— -  du  di>  H — - —  di>' 
ou  ou 


^         E  du  -+-  F  do 
—   I  ou.d 


ds 

En  ayant  égard  à  la  valeur  de  cos0  trouvée  au  n°  719,  et  égalant  à 
zéro  le  multiplicateur  de  du  sous  le  signe  d'intégration,  il  vient 

àF.   ,  „         ^F   ,    ,        ()G  ,  ,  ,     ,/   ,-  X 

-T—  du-  +  11-—  du  dv  -\-  ---  dK'-  =  2  rf5 .  rt  (  i/E .  cos  H) , 
ou  ou  ou  \  Y  / 

ou,  à  cause  de  yE.  sinô.f/.v  =  «i^i^y/ EG  —  F-, 


F.du^Yds-  , 

dE  —  i  VEG  —  V-.  dvdfi 

f  ^ ,/«  +  ^  d,\  _  2  v^EG-F^  d,M 

\ou  Ov       J 


E 

Edu-hFdv  /ÔE   ,         dE 


E 


=-^  i  [  E  ^  du'-  -f-  f  E  ^  +  F  ^^  dndv  -h  F  ~  di'^l  -  i  JEG  -  FKdvdO. 
E\_    du  \     t)c  Ou  j  ou       J 

OE 
En  supprimant  de  part  et  d'autre  le  tei^me  —  du-   et  divisant  par 

ch>,  on  obtient  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques 

F   ,„        ^)E   ,  ÔF   ,         ()G    , 


'  I ]  2  i/ÈG  —  F^  dO  =  _  ,/E  +  --  du  —  i-^-du —  (w. 

^  1  ^  E  Oi,  Ou  Ou 

H.  —  Cours  de  Cale,  iiifin.,  III. 
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On  pourrait  éliminer  dB  au  moyen  de  la  relation 

E         du  F 

cot^  = 


y/EG  —  l'^*  ^'''        v^EG  —  F== 

qui  se  tire  des  formules  du  n°  719;  mais  il  est  plus  commode  de 
conserver  la  forme  (i). 

L'équation    aux    lignes    géodésiques   devient,    dans   le    cas    de 

F=o[7t20J, 

f  2  )  o  ^/ËG  .  dO  =  ^  du  -  ^  dr, 

'  (jv  au 

et  les  autres  formules  se  réduisent  à 

d.s  cos  5  =  y  E  .  du,      ds  sin  0  =z  \.  G  .  d\\      cot  fj 


_       /E   du 


983.    La    condition    w  =  -    étant    vérifiée    lorsque    les    lignes 

\>  =  const.  sont  les  lignes  de  plus  courte  distance  entre  les  lignes 
u  =  const.  [960],  il  s'ensuit  de  là  que  l'équation  (2)  doit  alors 
être  vérifiée  pour  cU'=^  o,  auquel  cas  sin  0=^  o,  dQ  ■=.  o,  et  l'équa- 
tion (2)  se  réduit  à 

dE 

Donc  E  est  une  constante  ou  une  fonction  de  u  seulemenl. 
Puisque  cos  0  =  i,  on  a  ds  =  d,iS  =  y^lE.du,  ce  qui  devait  être, 
cette  expression  étant  ce  que  devient  la  valeur  générale  de  ds  pour 
dw  =  o. 

On  peut  maintenant  supposer  que  u  exprime  la  longueur  de 
l'arc  d'une  ligne  du  système  w'  =  const.,  compté  à  partir  d'une 
ligne  fixe  qui  la  traverse.  Alors  duS=  du,  d'oÙY'E  =  i,  E=i. 
Ainsi,  du  sera  l'élément  d'une  ligne  de  plus  courte  distance  dont 
la  position  est  déterminée  par  la  variable  v. 

Si  l'on  imagine  que  toutes  les  lignes  géodésiques  v  =  const. 
partent  d'un  même  point  o,  on  pourra  ])rendrc  pour  i>  l'angle 
que  fait  une  quelconque  de  ces  lignes  avec  une  d'entre  elles,  consi- 
dérée comme  fixe,  et  que  l'on  représentera  par  ^^  =  o.  Les  lignes 
u  =  const.  seront  alors  les  cercles  géodésiques,  trajectoires  ortho- 
gonales des  lignes  u  =  const.,  de  sorte  que  u  et  w  seront  ce  que 
nous  avons  désigné  au  n°  G98  par  s  et  ro. 
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984.  Dans  le  cas  où,  les  lignes  u  =  const.  étant  des  lignes 
géodésiques  quelconques,  les  lignes  u  =  const.  sont  leurs  tra- 
jectoires orthogonales,  du  l'élément  de  la  ligne  i'  =  const.,  et 
E  =  i,  l'équation  (2)  du  n"  720  devient 


4G^/  = 


ÔG 


2  G 


Ô'-G 
au' 


L'équation  aux  lignes  géodésiques  (2)  du  n°  982  se  réduit  à 

le 
2.\/G.dO  +  ~  dv=zo. 
Ou 

Si  l'on  pose,  pour   abréger,   y'(T=7n,   alors  ces  deux  équations 
prennent  la  forme  plus  simple 


I   ()-  m 


(10  = —  (iv 

Ou 


Dans  le  cas  où,  les  lignes  ^  =:=  const.  partant  d'un  même  poinl, 
les  lignes  u  =  const.  sont  des  cercles  géodésiques,  l'élément  de 
cercle  géodésique  sera 

c/,,.v  z=  ^  G  .  cA'  =r  m  cii'. 

Pour  u  infiniment  petit,  le  cercle  sera  un  cercle  plan  de  rayon  u. 
On  a  donc  alors  J^,5  =  ndu.  Donc 

m  Oin 

lim       =  liin  -—  =  I. 

985.  Considérons  actuellement  un  triangle  formé  par  des  lignes 
géodésiques.    Menons  la  ligne   fixe   AB  (r  =  o)    et  la  ligne   AG 

F'Cf-  i)o- 


y(^^  =  A),  et   soit  BC   [ftg-  90)  la  troisième  ligne  géodésique  qui 
achève  le  triangle.   Soient    B  =  t:  —  9o,  0  =  6,   les   deux  autres 

5. 
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angles  du  triangle.  Calculons  la  courbui'e  absolue  de  ce  triangle. 
La  mesure  A'  de  la  courbure  en  un  point  étant  exprimée  [710] 

par  l  =:— j    on  en   conclut  c/2  =  Ay/S,  et,  par   conséquent,  la 

courbure  absolue  a  pour  valeur 

On  a  d'ailleurs  [984  et  982] 

A= — —  »      (IS  =  m  du  dv. 

m  ôu- 

Donc 

c  étant  une  constante  arbitraire.  Or,  la  quantité  sous  le  signe  f , 
dans  la  dernière  intégrale,  est  la  courbure  absolue  de  la  portion 
de  surface  comprise  entre  les  lignes  v  =  r  et  r  =  r  -f-  di^.  Mais, 
pour  if  =  G,  la  courbure   absolue  s'évanouit;  donc,  pour  u  =  o. 


r,    (Om  \ 


Or,  pour  u  =  o,  — -  a  pour  limite  l'unité  [984].  Donc  c  := — i, 
et  par  suite  [984] 

Pour  étendre  cette  expression   à    tout  le  triangle,  il  faut  faire 
varier  (^  de  o  à  A,  et  0  de  0o  à  0,.  Donc 

2  =  A  -f-  ^^1  —  ^^0  =  A  -^  B  +  C  —  -. 

Donc  la  courbure  absolue  du  triangle  ABC  est  égale  à  l'aire  du 
triangle  sphérique  tracé  sur  une  sphère  de  rayon  =  i  et  ayant  ses 
angles  égaux  à  ceux  du  triangle  géodésiquc. 

On  étend  facilement  ce  théorème  aux  polygones  formés  par  des 
lignes  géodésiques. 

98G.   Exemples.  —  i°  Pour  Ihélicoïde  gauche,  représenté  par 
les  équations 

X  =  a  cosi' .  Il,     j- =z  (i  a'inr .  1/,      zz^bv, 
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les  lignes  p»  =  consl.  étant  des  lignes  droites  et  par  suite  des 
lignes  géodésiques,  on  a,  en  échangeant  entre  elles  les  variables 
u  et  V  dans  les  formules  du  n"  ISA, 

E  =  a-,     F  =  o,      G  =  a-  a-  +  b-, 

d'où,  en  substituant  dans  l'équation  (2)  du  n"^  720  ,  qui  devient, 
pour  E  constant, 

(^  a-  a-  -^  u-  j- 
comme  nous  l'avions  déjà  trouvé.  Ensuite 


ds  ces  0  z=:z  a  du,      ds  sin  0  =  \a-  «-  H-  Ir  .  dv, 

d'où 

,du  —  dv 

—  smOdO  ^^  ad-—  z=z  —  dO  \G  -^  ; 
ds  ds 

substituant  cette  valeur  de  d9  \JG  dans  l'équation  (2)  [982],  elle 
donne 

dsd  -—  =  udv. 
ds 

En  développant  et  mettant  pour  ds-  sa  valeur  a- du- -\- Ç% dv' . 
d'où  dsd- s  =  a-  du  { d-  u  -h  du-  ),  il  vient 

[a^ir  -\-  il-]  \ "    —  laUi  ——  =  o. 

^  y  dv-  j  dv- 

Cetle  équation,  ne  contenant  pas  explicitement  la  variable  indé- 
pendante  V,  est   susceptible    d'abaissement  [872].    Si   l'on   pose 

da^  ., 

——,  =  \v,  11  vient 

di'- 

d-  ri         I  di^' 
d\'-  2  du 

et  l'équation  prend  la  forme 

d(v  ^a-u 


du         a-  u-  H-  b- 
équation  linéaire  que  l'on  sait  intégrer  [821]. 
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987.   2°  Etudions  encore  les  lignes  géodésiques  de  rellipsoïde. 
Des  équations  [721  ] 

bcx  7=  lue. 


on  lire 


/;  \^U--  —  b-  .y  =  V).-  —  b-  \^t<- —  b-  y  //'  —  I'- , 
C  \/c^  —  b-  .z:z=:  v').-  —  c-  \U-  —  u-  y  c-  —  c- , 

bec'  =  "/(', 


b  \Jc-  —  b-  .y  =  sj'jr  —  b- . 


itJb-  —  i'- 


;  «V 


'«2  _  //^ 


rV- 


bcx.  =  lu. 


Ukj'C-  l' 


, viu- —  b' 

b  Je'  —  //-  .)-,  =  —  J'jr  —  b-.     ^ 


sjb-^ 


b'.z. 


O;-  — c^ 


'  y/c-  —  U- 


\jc-  —  (•- 
On  en  conclut,  toutes  réductions  faites,  F  =  o,  puis 


(M-  —   6-j   (f2  —  H- 


r)E 


9. 1  ;.-  —  u'  1  c 


rr^ 


G 

= 

(V— 

-«•M(«- 

—  l'-^i 

l/-- 

--)l- 

--) 

6)  G 

?.  1 

).-  —  ('-  ' 

i  " 

(^/r  —  b- y^C' — u' j         ou         [b-  —  ^'' i  [^■'  —  '"') 
D'après  ces  valeurs,  en  remarquant  que  les  équations 
ds  cos  0  =  y/E  .  du,     ds  sin  ^  =  \  G  .  de 


donnent 


/ —         .  "•' 

y/EG  =  SHi  0  cos  0  - — -  1 
ducfv 

ds-^  r)E   ,  OG   , 

1  ■t.wVJ  cos'^JdO  .  - — -  =  ——  du —  r/c, 

dudv         (Je  Ou 


l'équation  aux  lignes  géodésiques  [982]  devient 


^E      MA-      dCr  ,    fdeY      ÔE  ,    cos^^O       ()G   ,   sin^^v 

'.»,  sni  0  cosOdO  =  -—de[—-] —  du  [--]  =-—<•/(•.  — —  du  — — — 

de        y^'' /  (^"         V''W  ''*'  ^  ""  ^ 

■y.ede           „             o.udu      . 
= :y î  cos^  (!/ :; sui-  v, 


/<«  d  (  slu^  (J  ]  +  f^  d  (  cos^  i/  )  +  siu^  0  d  [  u^  )  +  cos-  0  d  [  (fi  )  =  o, 
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d'où,  en  intégrant, 

(i)  u- s'm-0 -i- V- cos^O  =  C, 

équation  qui  a  lieu  en  tous  les  points  d'une  ligne  géodésique  d'un 
ellipsoïde. 

Remarquons  que  cette  équation  a  lieu  aussi  pour  tous  les  points 
d'une  ligne  de  courbure,  comme  on  le   voit  en  faisant  0  =  o  ou 

6  =  -■)  ce  qui  donne  les  équations  v  =  const.  ou  ii  =  const.  des 

lignes  de  courbure. 

988.   Si  l'on  met  pour  s'in-9,  cos-9  leurs  valeurs 


cl  S  -  Edu-  -+-Gdi'-  E  du  -  -r-  G  ^c" 

l'équation  (i)  devient 

(-2)  Er/«2(r'  — C)  +G^/c-  [ir  —  G)  =o, 

ou,  en  mettant  pour  E  et  G  leurs  valeurs. 


.  du  v^)."^  —  u-  _^  dv\J').- 


y/(«-—  b'^]  [C-  —  U-]  [u'-  —  G]  \/(6-  — r-)(c-  — 1-)  (G— (■-] 

équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  dont 
l'intégrale  dépend  des  fonctions  abéliennes. 

Pour  avoir  la  longueur  d'un  arc  de  ligne  géodésique,  mettons  pour 
Gdi^-  sa  valeur  tirée  de  (2)  dans  la  formule  ds^  =  Fjdu'--\-Gdv-, 
puis  pour  E  sa  valeur  tirée  du  n"  987.  11  vient 

,  ,        E  du-  {  u-  —  ('-  ':  '  u-  —  (•- 1-  (  a'  —  n-  ]  , 

«  -= =r '■ — ^ du-, 

U-  —  C  [u- —  b-^][c- —  u-][u- ~C)         ' 

d'où,  en  extrayant  la  racine  carrée  et  ayant  égard  à  l'équation  (3), 


«^  i/).-  —  n- .  du                                       V- 1/).-  —  v- .  di> 
ds  —  ~~  


\J[u-  —  b']  [c-  —  U-)  [u-  —  C]         <^[b-  —  (•-]  [c-  —  C-]  (C  —  C-) 

L'arc   géodésique  est  ainsi  exprimé  par  la   somme  de  deux  inté- 
grales abéliennes. 
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989.  Si  Ton  fait  b  =  o,  on  obtiendra  un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati,  et  les  expressions  précédentes  se  ramèneront  aux  intégrales 
elliptiques.  En  elTet,  dans  ce  cas,  on  remplacera  riiyperboloïdc  à 
deux  nappes  par  un  plan 

et  les  équations  des  deux  autres  surfaces  deviendront 


I, 


En  opérant  comme  au  n°  721,  on  trouvera 


.T--j-y- 


lu 

es/' 

I  +  r^ 

/ 

~'V 

I  4-  v- 

1  l/V 

lu 


j 


v/i: 

/,-  —  c 

■-  ) 

[c- 

— 

«^) 

(• 

,, 

Il  \i).- 

— 

c' 

—  t 

y/l  +  t'-  c\jc-  —  ;/- 


/// 


3'    y.= i'    2/=o> 

c  (  I  -h  p-  )  -  c[\  -^v-y 

)2  „-  1-U' 

E  =  -^ -,  F=:o,  G  =  -77 — , — ï^» 

C-  —  U-  c-(H-i'-)- 

dv  '  au  a 

L'équation  des  lignes  géodésiques  se  réduit  à 

2 .  v/EG  .(10=: (h'. 

'  ou 

Par  un  calcul  semblable  à  celui  du  n"  987,  on  en  lire 

2sin5cosOf/0=i — <f('=  —  ---du-——  — surC/, 

ds-      ou  du  G  u 

du       cos9d0  .     .        ^ 

1 : =  o,      «sniCi  =  G, 

«  sin  0 

G  étant  une  constante  arbitraire. 
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Celte  équation  peut  s'écrire 

u. —  =  L, 

ds 

OU,  en  mettant  pour  G  et  ds  leurs  valeurs, 


(Iv  Ç.cdu^!/.-  —  ir 


it\J[c-  —  ;/-  j  [u^  —  C"  ] 


équation  qui  s'intègre  au  moyen  des  transcendantes  elliptiques. 
Pour  l'élément  d'arc,  on  trouve 


i/'G  lu-fh'  JX-  —  u'.udu 

ds  =  - —  u  di'  —  — 


C  C  c  (  i  +  (•-  )         y/^î  _  u-  sju^  —  C- 

ce  qui  conduit  encore  aux  transcendantes  elliptiques. 

990.  Si  dans  l'équation 

f  I  ]  ir  sin-  0  +  i>-  cos-  5  :=  G 

on  fait  u-=  C,  il  viendra,  u  étant  généralement  différent  de  v, 

[u-  —  1'-)  COS'-^  =:  O, 

d'où  résulte 

cos^  =  0,      0  =  —• 
2 

Donc,  au  point  où  u-  =  C,  la  ligne  géodésique  sera  tangente  à  la 
ligne  de  courbure  «  =  const.  De  même,  pour  v- =  C,  la  ligne  géo- 
désique sera  tangente  à  la  ligne  de  courbure  v  =  consl.  Ainsi 
it-=  C  et  V-  =  G  déterminent  les  points  où  la  ligne  géodésique  est 
tangente  aux  lignes  de  courbure. 

991.  Pour  un  ombilic,  on  a  [686,  (II)] 

^  c 

La  condition  j'=  o  donne 
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On  a  d'ailleurs 

.7-  =  — —  )        U  DU        V-  =  WC; 
bc 

l'équation  1'  =  o  devient  donc 

«l'[  //  —  t'j-  =  o, 

d'où  l'on  tire 

//  =  ('=  h. 

Maintenant  l'équation  fi- sin'-ô -h  r- cos-Ô  =  C   donne,  pour  ces 

valeurs, 

b^  ^  C. 

Telle  est  Ja  valeur  de  la  constante  C  pour  une  ligne  géodésique 
passant  par  un  ombilic. 

992.  Supposons  que  l'on  ait  tracé  deux  lignes  de  courbure  d'un 
même  système  il  =  const.,  et  renfermant  dans  leur  intérieur  deux 
ombilics  voisins.  Considérons  les  lignes  géodésiques  menées  d'un 
point  M  de  la  ligne  extérieure  langentiellement  à  la  ligne  inté- 
rieure aux  points  A  et  A'.  Ces  deux  lignes  géodésiques  étant  tan- 
gentes à  une  même  ligne  de  courbure,  la  constante  C  sera  la  même 
pour  toutes  les  deux  [990].  On  aura  donc,  au  point  M[u,  w), 

ir  sin-  0  -f-  «'-  cos-  0  =  u-  slu-  0'  H-  c-  cos-  0' 

ou 

[u-  —  ^^)[ sin- 0  —  siu- 6' ]  =:  o, 

et,  puisque  u  et  v  sont  différents  entre  eux,  il  en  résulte 
smO  =  sinfJ',      ^  =  0' . 

Donc  les  deux  lignes  g^éodésiques  sont  également  inclinées  sur  la 
ligne  de  courbure  i^=^  const.,  et  par  suite  aussi  sur  l'autre  ligne 
de  courbure  u  ==  const. 

Le  même  théorème  a  lieu  lorsque,  au  lieu  d'être  tangentes  à  la 
même  ligne  u  =  const.,  les  lignes  géodésiques  sont  menées  par  les 
deux  ombilics. 

On  déduit  de  là,  par  une   démonstration   toute  pareille  à  celle 
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que  l'on  emploie  pour  trouver  la  tangente  à  l'ellipse,  que  la  somme 
des  lignes  géodésiques  qui  vont  des  ombilics  aux  divers  points 
d'une  ligne  de  courbure  u  =  const.  est  constante,  de  manière  que 
cette  ligne  de  courbure  peut  se  décrire  au  moyen  d'un  fil  dont  les 
extrémités  sont  fixées  aux  deux  ombilics  et  que  l'on  tient  tendu 
sur  rellipsoïde,  absolument  comme  on  décrit  une  ellipse  au  moyen 
d'un  iil  dont  les  extrémités  sont  fixées  à  ses  deux  foyers. 

On  verrait  de  même  que  la  différence  des  distances  géodésiques 
des  divers  points  de  la  ligne  v  =  const.  aux  deux  ombilics  est 
constante. 

Supposons  enfin  un  fil  fermé,  enroulé  autour  d'une  ligne  de 
courbure  u  =  const.  et  tel  que,  en  le  tenant  tendu  sur  la  surface, 
le  sommet  de  l'angle  formé  par  ses  deux  branches  soit  au  point  M 
d'une  autre  ligne  u  =  const.  Imaginons  que  la  longueur  du  fil 
varie,  s'il  est  nécessaire,  de  manière  que  le  sommet  des  deux 
branches  se  trouve  en  un  autre  point  M,  de  la  même  ligne  de 
courbure.  Puisque  MA  et  MA'  sont  tangentes  à  une  même  ligne 
de  courbure  ii  =  const.  ^  elles  coupent  sous  des  angles  égaux  ou 
supplémentaires  la  ligne  i' =  const.  menée  par  le  point  JNI.  Donc 
elles  font  des  angles  égaux  avec  l'arc  MM,.  On  conclut  de  là  que 
la  longueur  AMA'A',  est  égale  à  la  longueur  AA(M,B,,  A,  et  B, 
étant  les  points  de  contact  des  lignes  géodésiques  partant  de  M|. 
Donc,  un  fil  fermé  étant  enroulé  sur  une  ligne  de  coui-bure 
Il  =  const.  et  étant  tendu  sur  la  surface,  l'intersection  mobile  de 
ses  deux  branches  décrira  une  autre  ligne  de  courbure  du  même 
système. 

993.  II.  Trouver  la  courbe  d'aire  maxinuun  parmi  toutes  les 
courbes  isopériinètres. 

On  demande  que  l'on  ait 


Il  ^=  j       rdx  =z  maximum,     pour      v 


Il  faut,  par  la  règle  du  n°  977,  chercher  le  maximum  absolu  de 
l'intégrale 
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J^a  variation  de  celle  inlégralc  est 


{•'•-^'£.)-]!+X''('^+'"'ê)''^' 


l'ailleurs 


d'où,  en  réduisant,  comme  au  n°  979, 
On  en  lire  d'abord  successivement 


.    /<r  ,  (,r  — Cjrf.r 


équation  d'un  cercle  de  rayon  A. 

Si  les  extrémités  [xo,ro),  [x\,ji)  sont  données,  on  aura,  pour 
déterminer  C,  C,  À,  les  trois  équations 


» 


\   (.ro-C)2^(Jo-C')^^=).^ 


.r,  —  (j  .l'o  —  C         n 

arc  ces  — , —  —  arc  cos  — : =  - 

A  A  / 


„  .'\,  —  C 

Ln  posant  — : — ■  =  !j>c 


=:  ç), ,  il  vient 


C   =  .^0  —  )>  COS»o  =  .rj  --  )v  COS'^i, 

c  =  j'o  —  ).  sin  ^0  =  J"i  —  ^-  sin  y , , 


d'où 
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Xi  —  .Vq  =       2  /  sin sin 


j'i  —  j'q  =  —  2  /.  Sin ^  cos 


sm =  -T\/(-^-i 


2        ~2X'-^"''       -o)-+iJi-.?o]-  =  sm^, 
tang  ' —  = . 

2  Jl  — Jo 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  trouvera  d'abord  X  par  la  résolu- 
tion d'une  équation  de  la  forme 

/■  .     a 

—.-  =  sin  -^  : 

2  A  2  A 

puis  on  en  tirera  ^q  etO|,  et  par  suite  C  et  C. 

Si  les  extrémités  [xo,j'o),  (-^oj!)  sont  arbitraires,  l'équation 
H  =  o  donnera,  pour  chacune  des  deux  limites, 

dx  dy 

as  as 

La  seconde  de  ces  équations  fait  voir   qu'à   chacune    des   deux 
limites  on  a 

—  =±1,     dou     jo  =  Ji=q=>- 
ds 


Les  équations  (i)  donneront  donc 


et  l'équation  (2) 

a 


-  =  2-. 

A 


L'arc  de  cercle  est  donc  égal  à  la  circonférence  entière.  Puisque 
Xo=.i\  =  C,     d\)ù     (  A  dzC  ;-  =  ).-,     C'(C'd=2A)  =  o, 
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et  par  conséquent 

C'=o,      nubien     C  =zp  2).  =  2j)  j,. 

994.   Traitons  le  mcnie  problème  au   moyen   des   coordonnées 
])olaires.  On  doit  avoir  dans  ce  cas,  en  supposant  la  courbe  fermée, 


/        -  r-(^>»  =:  maximum,      pour        I         \Jdr'- -\- l'^dp- ^=  a. 

On  tire  de  là,  les  limites  de  l'intégrale  étant  constantes, 

-    r' tA    7  /*'"/     ^  ,  rr'jr-r- r' 'lr'\ 

r-  -f-  /  y//-   -f-  r  -  W//?  =:    J  |  ror  +  ;.  —  j  dp 

l'équation  différentielle  de  la  courbe  sera  donc 

,    ,  /  c//;\  dr 

(,)  (^i  +  ).;;-jr./y,-../^=o. 

La  varial)le   indépendante  /?   n'entrant   pas  dans  cette   équation, 
combinons  celle-ci  avec  l'équation 


(2)  d\=idr+'>.d- 


ds  .  [  dr     (Ir  dr\ 

—  =:  idr  -+-  A  I  —  d  —  +  /•  dp  — 
dp  \ds      dp  ds  J 


en   ajoulaut   à  (2)  l'équation  (i)   mnllipliéc   par -)  il   vient, 

toutes  réductions  faites, 


[dr  d, 
dY--^ldij-- 
\  ds  f/jj 


d  OLi,  en  intégrant, 


1  ,       .  ds  .    dr- 

V=-;.2+/,  —  =  C-f-/— — t 

2  (ip  dp  ds 


OU,  en  réduisant, 

I    ,    ,    ,  r'-di 


,    =c. 

2  ds 
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On  lire  de  là 


V;=,.'-(c-i.'-         ./...,+ 8c -  6- +^^'' 


v/4>.' 

p  —  C  =  arc  sin 


r+  ■ — 


v/4à2-h8c 


/■- —  2;-.  v^A-+  ■2C.sin(p  —  C)  +  2C  =  o, 

équation  d'un  cercle  de  rayon  A.  Ainsi  X  est  déterminé,  le  péri- 
mètre du  cercle  étant  donné.  Les  constantes  C,  C,  qui  ne  dé- 
pendent que  de  la  position  du  cercle,  sont  indéterminées. 

Si,  au  lieu  de  la  courbe  fermée  tout  entière,  on  demandait  seu- 
lement le  maximum  de  l'aire  d'une  portion  de  courbe  passant  par 
deux  points  donnés,  les  trois  constantes  seraient  déterminées  par 
les  conditions  (jue  l'arc  soit  de  longueur  donnée  et  passe  par  les 
deux  points  donnés. 

99o.  Soit  proposé  de  trouver,  parmi  toutes  les  lignes  de  lon- 
gueur donnée  tracées  sur  une  surface  donnée,  quelle  est  celle 
qui  comprend  une  aire  maximum.  Si  l'on  désigne  par  ds  l'élément 
d'aix  de  cette  courbe  et  par  ^S  l'élément  d'aire  de  la  surface,  il 
faudra  que,  pour  des  limites  convenables,  on  ait  [977] 

0 /'l'c/S  -+•  1(1  s  i  3=  o. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  tracé  sur  la  surface  un 
svstème  de  lignes  11  =  const.,  dont  la  ligne  chercliée  fasse  partie, 
et  le  système  des  trajectoires  orthogonales  r  =  const.  des  lignes 
u  =  const.  Alors  toute  ligne  infiniment  voisine  de  la  ligne  cherchée 
//  =:  uo  pourra  être  représentée  par  u  =:  11^  -+-  du,  le  signe  §  expri- 
mant que  l'on  a  fait  varier  u  seulement,  en  laissant  u  constant.  La 
variation  de  l'aire  S,  étant  l'aire  comprise  entre  les  courbes  u  =  Uo 
et  u=zUo-h  âu^  aura  pour  expression  fdudu  [720],  et,  par  suite, 
la  variation  de  la  différentielle  dS  de  celte  aire  sera 

oc/S  =  ri/i(h\ 
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Jci  d  indique  une  clifTérentiatlon  partielle  par  rapport  à  v,  §  une 
difTérenlialion  partielle  par  rapport  à  ii. 

Maintenant,  dx,  dj^  dz  étant  les  projections  de  l'arc  ds=  dv, 
et  ^x^  dj^  oz  celles  de  Tare  âu^  perpendiculaire  à  d^,  on  a  évi- 
demment 

(  I  )  d.r  ox  -+-  <lj  oj-  -+-  (h  oz  =z  o. 

Si  dans  l'expression 

c/.v^  =  d.r-  +  c/)-  4-  dz- 

on  change  u  en  u  -+-  ou,  il  vient 

(  2  )  ds  rjcls  =  dx  fjdx  +  dy  rj  dy  -{-  dz  rj  dz. 

En  changeant,  dans  (i),  v  en   v  +  d\',  après  avoir  divisé  par  ds, 
on  trouve 

dx  ^  dy  ^  '''-  .^  ,         ^     j*"^-^        ^     ,'■()'        ■s     j  (^'^ 

o  :=:  —-  rj  dx  H '-- a  dy  -\ o  dz  +  àx d  ~ \-  oy  d— \-  ozd  - — , 

ds  ds  ds  ds  ds  ds 

et,  en  combinant  cette  équation  avec  (2), 

o  a  ds  ^^  —  \  oxd  — \-  o)  cl  — h  c;  ;  c/  — - 

^     '  \  ds  ^      ds  ds 

^,      o.r     oy     oz  .  ,  .  .     ,,  .^  , 

Ur  -^■,  ~i  -~  sont  les  cosinus  des  ani;les  que  lait  1  arc  ou  avec  les 

0 u      ou      ou  ^           ^  . 

,           ,          I      ,  d.v  0     j  dx  0     j  dy  0     ,  dz 

axes  coordonnes;   -—«--?  •••5    ou  -7-"~r'  V""^'  -7- "  t  s^^^^l 

d-       ds  ds       ds  ds       ds  ds       ds 

les  cosinus  des  angles  que  la  normale  princq^ale  à  la  courbe  u=^u^^ 

lait  avec  les  mêmes  axes.  En  appelant  donc  z  l'angle  que  font  entre 

eux  l'élément  d'arc  J«avcc  la  normale  principale  à  la  courbe  u=iUo. 

dont  l'élément  d'arc  est  ds=.dv',  on  aura,  d'après  l'étjuation  (3), 

[  4  )  'J  ds  r=  —  di>  0  u • 

Cela  posé,  la  variation  de  l'intégrale  J [dS  -\-'}^ds^  deviendra 

/                 cosîX 
J  ou  I  dy  —  J.dy j  > 

et,  pour  qu'elle  soit  nulle,  il  faut  que  l'on  ait 

COSî  .  p 

I  —  A =z  G,      (1  (lu      C0Sî=r' 

f)  J. 
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Donc  la  courbe  cherchée,  d'aire  mas.imum,  est  caractérisée  par  la 
propriété  que,  en  chacun  de  ses  points,  son  ra^on  de  courbure  a 
une  longueur  proportionnelle  au  cosinus  de  l'angle  que  fait  sa 
direction  avec  la  tangente  à  la  trajectoire  orthogonale  à  la  courbe 
sur  la  surface,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  au  cosinus  de  l'angle 
compris  entre  le  plan  osculaleur  de  la  courbe  et  le  plan  tangent  à 
la  surface. 

Si  la  surface  est  plane,  ce  dernier  angle  est  nul,  d'où  p  =:  consl., 
ce  qui  donne  la  propriété  du  cercle  trouvée  au  n°  993. 


996.  III.  Détenniner  la  courbe  dont  la  j'éçolutioji  autour  d' un 
:e  donné  engendre  une  aire  ndnimum. 

Il  s'agit  de  trouver  le  minimum  de  l'intégrale  27:  /      jds  [754], 

de 

«  =r    I         J-  --  d.r. 


En  prenant  la  variation  de  cette  intégrale,  il  vient 
'     fA-      11        f  ■^'       (ds  ,  ^(h 


don( 


o.i-  H ;—  ov  \  ^  j        oy  [  ds  —  d  —  — 


vdv 
'dT' 


ds  1 

Vu 


S  i-^-J- 


=     r — ^      -r-    1        ''Ji"    "■''■  —  f'  '—r~ 

1:        'i^      Jo  J.„      V         'f' 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 

(  I  )  ds  —  d  — —  =  0 , 

d'où  Ton  conclut  que  la  courbe  jouit  de  la  propriété  exprimée  pai 

H.  —  Cours  de  Calcul  in/în.,  III.  *J 
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l'équalion 

(2)  .  +  €=7--, 

c'esl-à-dirc  que  la  difierence  entre  l'arc  et  la  distance  entre  le 
point  (x,  r)  et  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  pied  de 
Tordonnée  sur  la  tangente  en  {^,y)  est  constante.  En  intégrant 
de  nouveau,  il  vient 

(3)  j-=;;.v  +  C)-H-C'-. 

Orj-  —  (v  H-  G)-  =j  - —  (  j)  -7-  )   =  le  carré  de  la  distance  du  pied 

lie  l'ordonnée  à  la  tangente.  Donc,  dans  la  courbe  en  question,  la 
tangente  touche  un  cercle  de  rayon  constant  C,  ayant  pour  centre 
le  pied  de  l'ordonnée. 

Pour  avoir  l'équation  en  coordonnées  rectangulaires,  on  tire  des 
équations  (2)  et  (3) 


UlsJ         \     jj         (.s- -4-C)--|- C'^' 


ds  "~  v  '      ^  ~  v^I^ 


d'où 


es  h 


.•  -f-  Cj-  4-  C- 
.r  -4-  C" 


c 

et,  en  substituant  dans  (3), 

.r  H-  C" 

(4)  j^c'.ch--^, 

équation  d'une  chaînette. 

Si  les  extrémités  sont  données,  on  déterminci-a  les  constantes  C, 
C"  par  la  (;ondilion  que  la  courbe  passe  par  ces  extrémités. 

Si  riiiie  des  extrémités  (^oO  0)  ^st  mobile  sur  une  courbe  don- 
nécy(a-o,  }  n)=  o,  comme  on  ne  peut  pas  poser  v,,  =  o,  il  faudra 
qu'on  ait 

la  chaînette  devra  donc  rencontrer  normalement  celle  courbe. 
Nous  disons  que  l'on  ne  peut  pas  poser  ro=o.  En  eflet,  le 
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second  membre  de  Téquation  (4)  ne  peut  s'annuler  pour  C  diffé- 
rent de  zéro,  et,  en  le  mettant  sous  la  forme 

(-  +  C")  _-;-^.  Ch-^  =  (..  +  L")  -^, 

,  ^.        •'  +  t.  .         , . ,  ,  1 , .    ^    . 

ou  X  =  — — —  »  on  voit  qu  il  tend  vers  1  intini,  et  non  vers  zéro, 

lorsqu'on  fait  tendre  C  vers  zéro,  et  par  suite  X  vers  l'infini. 

Cependant,  si  les  extrémités  étaient  complètement  indétermi- 
nées, la  condition  aux  limites  donnerait  j'^o  =  o,  ■),  r=o.  Ces 
valeurs,  incompatibles  avec  l'intégrale  générale  (4)  de  l'équa- 
tion (i),  montrent  qu'il  faut  prendre  la  solution  singulière  7  ==1  o 
de  cette  équation.  On  peut,  en  effet,  mettre  celle-ci  sous  la  forme 

rdy 


J i  -f-  y'-fh  —  )' d—~-  =;  o, 
as 

et  l'on  voit  qu'elle  est  vérifiée  par  j)^i:z  o,  ce  qui  lient  à  ce  qu'on 
a  introduit  le  facteur  étranger  dy.  Pour  l'intégrer  sous  cette  forme, 
posons 

—r-  =  -  =  t,       (1  OU        -■ d[tr]znO, 

ds  y/i+j'^  l  ^   -^ 


d)  tdt 


y 


.-.'      <■■     c  =  ^T^=^'---'"- 


En  nosant  -  =  Chc9,  on  a  7  '=  Slicp  =:  CSliQ  —  »  d'où 


t. «s,     a  =:   - — ^ — j  etc. 


En  appliquant  la  méthode  générale  [975,  2°j,  Vue  contenant 
pas  x^  on  aurait  pu  abaisser  immédiatement  l'ordre  de  l'équation 
en  posant 

C^V-Qy=rjV7T7^ ■-^'^^=     _L ,  etc. 

997.  IV.  Parmi  toutes  les  courbes  isopériinètres,  trouver  celle 
qui  engendre  la  surface  de  révolution  d'aire  iinninium,  ou,  ce 
(jui  revient  au  même,  celle  qui  a  son  centre  de  gravité  le  plus  bas 
possible. 

6. 


8.|  LIVnE    IV.    —   CIIAP.    VI,    §    III. 

On  doit  avoir  Jj  ds  =  maximum  pouvfds  =  a,  ce  qui  conduit  à 
la  condition 

â    l  !)•-+-  'j.](/s  =  O. 


'/"'■ 

•^■t» 


Cette  équation  ne  difi'ùi'e  de  celle  que  nous  avons  traitée  dans  le 
cas  précédent  que  parle  changement  de  y  en  j  -f-  À,  On  aura  donc 
pour  la  courbe  cherchée  la  chaînette 

r -i- ).  =  C  Ch '— A  • 
C 

On  aura  une  constante  de  plus  à  déterminer  et  une  condition  de 

j)luS    /         (Is  =  (f. 

998.  V  .  BracliislocJironc.  —  Le  temps  de  la  chute  d'un  corps 
pesant  sur  une  courbe  cjuelconque,  depuis  la  hauteur  Xq  jusqu'à 
la  hauteur  .T)  au-dessus  du  plan  horizontal,  est  exprimé  par  l'inté- 
grale 


en  posant,  pour  abréger, 


7=  f  "'x./., 


X 


sj. 


11  s'agit  donc  de  rendre  minimum  l'intégrale 


■'< 


Xds 


Ln  prenant  la  variation  de  cette  intégrale  par  rapport  à  toutes 
les  variables  dont  elle  dépend,  il  vient 

rju  --=■-  TX  ^  rlx  I  '  H  -     r     '  (  rîX  (Is  -\-  IL'l  ds  ) 

L  dX  Jy  ^/j. 
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On  a  maintenant 

d'où  enfin,  en  réduisant, 

Si  l'on  suppose  les  coordonnées  j,,  z  indépendantes  entre  elles, 
on  aura,  pour  les  équations  dilTérentielles  de  la  courl^e  cherchée. 


d'où  l'on  tire 


"l''l)  =  -  "(^Êl  =  ". 


\^-C        X--C 

fis  ils 

'h       C| 

—  =  —  =  C,     y  =  Cz^C. 

La  courbe  est  donc  située  tout  entière  dans  nn  plan  vertical. 

Prenons  maintenant  ce  plan  pour  plan  des  xy^  ce  qui  revient  à 
prendre  la  droite  y  —  G~  —  C  =  o  pour  nouvel  axe  des  z  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'ancienne  origine  sur  celte  droite  pour 
nouvel  axe  des  ^^  En  désignant  par  C"  une  certaine  fonction  dcC, 
C,  on  trouve,  par  rapport  aux  nouvelles  coordonnées, 

A--    _    t.      —    -^5         ou         -— ;- — ,    _    5 

ds  ^fi  dj:--\-dy  a 

OU,  en  posant  x  —  x^  =  ^? 

dv  =  di 
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équation  différcnlielle  d'une  cycloïde  ayant  son  point  de  rebrous- 
semcnt  en  (j:o,j)'o)«  la  base  étant  horizontale  et  le  diamètre  du 
cercle  générateur  =  n.   C'est  ce  qu'on  vérifie  immédiatement  en 

faisant  7  =:- (/.  —  sinf),   ç=  -  (i  —  cosf).  différentiant  et  élimi- 


a 

2 

nant /. 


999.   Si  les  points  extrêmes  A(a:o.j)n).  B(a:,,  -)  ,)  sont  donnés, 
on  déterminera  d'abord  le  plan  vertical  de  la  courbe  par  la  condi- 

C 

tien  qu'il  passe  par  ces  deux  points,  ce  qui  fera  connaître  C  =  — ^ 

y         C 
et  C.  En   prenant  A  pour  origine,   on  a  C  =  ^ —  =  —i  C'=  o. 

Ensuite, 


du  V  ^2 


La  condition  que  la  cycloïde  passe  en  B  déterminera  a,  et  par 
suite  Co.  Si  les  points  (xo,jo)>  {^\j  y\)  sont  assujettis  à  rester  sur 
des  courbes  données,  et  que  l'on  suppose  le  mobile  partant  de  la 
première  courbe  sans  vitesse  initiale,  l'équation  H  =  o  se  partagera 
en  deux  autres  : 

La  seconde  de  ces  équations  donne 

(  I )  d.Vi ox^  -1-  (/vi 0  )'i  -t-  (h-ioz,  -=  o, 

ce  qui  exprime  <[ue  la  cycloïde  doit  rencontrer  normalemenl  h\ 
seconde  courbe. 

La  première  équation  peut  se  simplifier.  On  a,  en  effet,  pour 
tous  les  points  de  la  courbe, 


or 
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dx      1^  d.r\         dv      I   ^  dy\  dz      !      dz 

ds      \      ds  j         ds      \      ds  /  ds      \      ds 

I  ^     ,  d.r^-  -f-  dr^  +  dz^-  d.r^-  -h  dy^-  +  dz^- 
•i.                        ds-  ds- 


Donc 

et  par  suite 

D'ailleurs, 


d.r    ,   /^^    d.r    . 


ds  /  dx  Oxr. 


()X    ,  /^  ^/r\  /       r/./   . 


D'après  cela,  l'équation  relative  à  la  limite  jto  deviendra 

dv       ^-  «-/z  , 
mais,  A  -—  et  X  —-  étant  constants,  on  a 
ds  ds 


as 


Don( 


<-/.?•[ ox,,  -h  c/)-,  Oj-y  H-  dz^'JZy^  :=  (). 


La  tangente  à  la  première  courbe  au  point  de  départ  doit  donc  être 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  cycloïde  au  point  d'arrivée,  et, 
par  suite,  si  les  deux  courbes  sont  dans  un  même  plan,  leurs  tan- 
gentes aux  points  d'intersection  avec  la  cycloïde  seront  parallèles. 
Pour  déterminer  les  constantes  x^,  y^,  -o^  -^^^  •.  7  i  •»  ~\  et  les  quatre 
constantes  arbitraires,  on  aura  les  quatre  équations  qui  expriment 
que  la  cycloïde  passe  aux  deux  points  extrêmes,  les  quatre  équa- 
tions des  deux  courbes  données,  lieux  des  extrémités,  et  les  équa- 
tions (i)  et  (2). 

1000.   Vl.  Parmi  les  solides  de  réuolutio/i  de  même  surface, 
trouver  celai  dont  le  l'olame  est  maximum. 
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Les  expressions  de  la  surface  el  du  volume  étant 

O-T.fvds,      7:f)-d.r, 

on  aura,  pour  réqualion  du  problème, 


-t-  /  )■  — •-  I  dx  r=:  O  . 
'     dx 


En  appliquant  la  lormule  V=  C-f-  Q  >  '  [975,  a'^l,  on  trouve 


)-  +  ).r—  =Ch-  ).y .  )  — - 

(I.V  "       (IS 


ds 


(I  ou 


dx  = 


{C  —  r'-)dr 


Considérons  maintenant  l'équation  aux  limites 

Vf   ,       -      'l^\  .         ■      ''>"    .  ,.    ^'\' 

y-  -V-  /  r  --     rj./-  -f-  /  ,  -1-    rj  )   _  y'  fjx'      =  o, 

V  ■     (l'J  '     '^-^       '  '  Jo 

ou 

^    ,  ^  .      dx§x  -f-r/)-rJK"]' 

ds  Jo 

L'équation  (i)  réduit  cette  relation  à 

r     dy  ' 

C [  flt\  —  «J.r,,  ■  H-  /     )■  -—  'h-      —  O. 

L  ^'^  ■  L 

Si  l'on  ne  donne  aucune  relation  entre  oxq  et  o.r,,  alors,  pour  que 
cette  équation  soit  vérifiée,  il  faudra  que  l'on  ait  C  =  o,  ce  qui 
réduit  l'équation  (?»)  à 

dx  =  — 


ydy 


d'où  l'on  lire 


s!- 


[x-aY+y'=^)\ 


équation  d'un  cercle  ayant  son    centre  sur  l'axe    de   révolution. 
JJonc,  dans  ce  cas,  la  surface  cherchée  est  une  sphère  de  rayon  \. 
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Si  J  01  J'i  sont  donnés,  on  a  alors  un  segment  de  sphère.  Pour 
déterminer  Xo,  Ji't,  ^<,  on  aura  les  équations 

("'"o— C' ;--!-. rj;  = /-,      (.ri  — C';--f-j-;  =  ).-,      A(.r,  —  .ro  j  =  «-, 

en  représentant  par  p.Tra-  la  surface  donnée  de  la  zone.  On  tire 
de  là 


V>''  — .'  i  —  ^'''—r^  =  T'      v/^-'  — J?  +  \^^-'  — .'■0==  l^(.'u 


[4^''—  (.'■0— .>-î)]'''—  •2ft'^[jl-]-y])'j-—a^  =  o, 

équation  qui  donne  pour  1-  une  valeur  positive. 
Si  )  0  et  7  I  sont  indéterminés,  on  a 

..■'■u=.'i  =  0, 

et,  j)ar  suite,  la  surface  est  la  sphère  entière. 

1001 .  \  TI.  Ironver  la  courbe  qui  comprend  une  aire  mininuan. 
entre  son.  arc,  sa  développée  et  les  deux  rayons  de  courbure  de 
ses  extrémités. 


L'aire  en  question  a  pour  expression  [829 
I  0  (Is  =.  I  - — '-^^ — '-  d.r. 


La  Jonction  V  ne  contenant  ici  ni  x  ni  y,  nous  abaisserons  Tordre 
de  l'équation  de  deux  unités  au  moyen  de  la  formule 

V  =  C  +  C',r'+R.)", 
<Hii  donne  ici,  a  cause  de  i\=^  — -  = y,'» 

2(1  -^  v'-)^'=  iC  +  C  )']  y",     7.dv=:  ,    ~^    :].-,dj\ 

i[.r  H-  C"  '  =  C  arc  taiiL'  r'  -: ^ r-  » 

'  -t-..> 

,       C')-'-f-C 
4  1  )■  +  c    ;  =  L  arc  tang  )• ' —  » 

n-j- 
équations  qui  représentent  la  courbe  cherchée. 
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Si  l'on  pose  aiclang7'=  A  il  vient,  en  éci'ivant  C,  C  au  lieu 

ce 
r  V 

x-^  C"=r  Ch  H-    Csinô  —  G'cosô)cosî/, 
y  -^  C'"^.  G'^  —    CcosO  +  c  siii^;  cos(;, 

équations  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

x-\-  C"=-}G  (9.^  -I-  siii-îf}; lC'(i  +  COS0.O), 

jr  +  G"'=^G'(25  —  sinaO    —  ^G  (i  H- cos2^], 

ou,  en  désignant  par  A  et  /  des  constantes  convenablement  choisies, 

.r-i-G,  — |G(25  — /)  +  /.•sin(26  — /), 
j-f-G,=  iC'(25  — /)  —  /:cos(2(/  — /), 

I  G  I  G'  ,       -        , 

ou  cnlin,  en  posant  — -  =  //,  — -  =  /i     2U  —  1=^1, 

^  2     A  2     / 

■r  —  r,  .  r  —  r., 

r=z  /?/  -f-  sm/^,       ^  r^  n  t  —  cos/, 

C|.  Co,  A,  n  étant  des  constantes  arbitraires,  et  lï- -\-  11' -=  i. 
Pour  C'=  o,  on  a 

la  courbe  est  une  cvcloïde. 

1002.  YllI.  Etant  donnée  la  niasse  d'un  solide  de  rc\'olution 
homogène ,  déterndner  sa  forme  de  manière  que  son  altracliou 
sur  un  point  de  son  axe  soit  maxinium. 

On  a  la  niasse  =  "0^) -/'/j',  et  l'attraction  sur  Torigine  égale  à 
9.T.0  \  {  i —  )  dx.  La  condition 

20   /        Il I  dx  +  'l'I  j        )-(/.v  =  o 

c'.,„      \  v'-^-4-J-/  d.r„ 

dqnne  immédiatement 

1 

X  H-  2 / ( X- -^  )■-)-=  o, 

équation  de  la  courbe  méridienne  de  la  surface  cherchée.  On  déter- 
minera la  constante  X  par  la  condition 


^,r 


9  -c/)  =  la  masse  donnée. 
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EXERCICES. 

I.  —  Expressions  diffkrf.mielles  du  premier  ordre  a  ixtéorer. 
]  .   {3x-  -^  -f.b .ry  —  i)- )  dx  ~\-  {l>.x-  —  Q> xy  -\-  3 cy^ ]  dy. 

,^    (.r-f-  r\dx  -+-  xdr 
2.  ' ■  -!—-  — ■—. 

\Jx-  -+-  •i.xy 
rd.r —  vdr 


X-:iz  j  - 

4 .  [Zax'  —  by)dx  -\-  [Z  cy-  -h  -jl^  '  —  bx)dy. 

5.  (  j  cosj:  -+-  ixy-)dx  -+-  fsin^'  —  a  s\ny  h-  j.x-ydy). 

6. -+-  dy  [  - 


T  -+-  .r       v.r^  f  rc/.f  —  xdy] 


7.  a.xdx  loir- 


J'  — •*■  .:'■-  —  •'- 

a r^^/r  —  3.ri-''/r-i-  ox-yr/x  —  ix^dx  -+-  l'v/.r  —  x^dy 


dx       y^dx        rdy       [ydx  —  xdy]\Jx'  -i- y-        dy 

X  X-'  X-  .<■■*  2  )■ 

dx  -h  X-  dy  -h  dy  -h  y-  dx 

(I  — .rr)2 

3,'-  /- 

1 1 .   i^c/j;'  -i — ^-^^  r/.r  H 77-^1=  dy  -+-  'xxydy. 

■X  \jx  3  y  V- 

.rrn-  (t-  -f- 1^.  r- 


J2.   dx  \ti-  -\-  }-  -t-  cA 


13.  .r.v-i  ;)'.'/j:  -+-  xy  \oii,xdy. 

îj.'-r —  -ix'^  -i-  y^)dx^  (sr^—  3  rr-  —  .ï.-3)c/i- 


li. 


ydx  —  xdy 


[x  -i-y)  \/'i. xy  —  2_)  - 

xy  d.i:  -t-  f  n-  —  x-  )  dy 
lu.  -^ ^ • 

(  r/'-  —  X-)- 
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ril.r  .vzdv  .rvd 

1  / .  - 


18. 


19. 


-20. 


{.rv —  -i.rzAflz  •+-  Ti  fz^  — .r3)/7)--t-  i-3r/.r 

-; 

^ — -  dx  ~  (  IH ;-^  j  dy  H ^, - 

rrly  —  xdz  ■+-  Z  d.r  —  ^  d.r 


dz. 


ÎL\.  [ix  —  '^y  -f-  ^z)dx-\-  ['xy  —  3x  —  '>z)dy  -h  {-iz  -4-  4-i'—  Vi''/^- 


22.  2x  arc  sin  —  dx  -+- 


r/r- 


r/c. 


l    ['i.y-  -^  \(ix'^z^-)xdi: 
23.    ' 


-  ( -I-  3  V  -t-  2.i-  ^  >  /■/>■ 


j  3-  -i-  2(7.r'  -j- 


v/r^ 


-.^/; 


2i.  (j>'-f-  z  -+-  iv)<-/./;  -+-  (3  -f-  (v  -f-  ./;)(•/)■-+-  (<»'  -{-  .r  h-j-)^/:;-!-  (a-  -i-_r  z)d(v 


2,).    — ^ rr—  dx  _ 


rdy             x\n-—z\/.r    ,         i/.r   , 
■X  — — —  du dz. 


20.   '-^^  -+-  ixzdx  —  -4^ 


xdy 


U^z^ 


3  1  /~. 

r/c  -+-  x^dz  -  "-^^dz ^-^  dy  -,-  V-1 ,/,,;. 


?  \/y 

— 7 —  "-• 

2"  2  V^-^ 


/>r  ^  ilz  —  ^h\Jy.dy  -4-  o.czdr  -4-  /?  y/y.dx  —  r;fixy   -  dy  —  ncxd.r 

_____  .. 


i  x[-y.Y- -^  \nx'^-z-\dx  -+-  f  ■  _^^=r=  +  3  r  +  ■>-■/.- |  y<h 


29. 


xdy 

1Z\/) 


-H  ixzdx 


dz.^fy 
'3v 


3^/3. 


,  ,        xdz.\/y-       dy.y'z       dx.\/y 

■x\ly 
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II.  —  Formation  des  équations  différentielles  par  l'élimination 

DES   constantes. 

1.  ■>  =  Cf^. 

3.  Y  =  -iCa:  -^-  C'x-. 

4.  x-  =  Zx  -+-  ÇJy. 

5.  r=  C^^  —  Cr. 

6.  (.r-C)2-+-(r-G')2  =  C". 

7.  >■-  =  C  —  ÇJx-. 

8.  7-  —  aCi'  -+-  a:-  =  C^. 

9.  Cr-H  C'j  =  xy. 

10.  r  =  logsin(Cj:-t-  ÇJ). 

M.   (i  —  .r);,-  =  C^2  _^  C'.z-  -h  C". 

1 2.  r  =  c^  (  C  +  C'x  -H  C"  j:-  ) . 

\2.  y  =  Ci<?-^'  H-  Coe**'  -I-  C3  sin  (x  h-  G;). 

U.  y=  (■^■{C  +  C'x)  -h  C"  Sh(  .r  H-  C"). 

15.  Trouver  doux  intégrales  premières  de  l'équation  axy"  -t-  ùy'  =  o.  —  On 

procédera  : 

1°  Par  la  séparation  des  variables; 
1°  En  multipliant  par  r'"-' j:*^'<-/.r. 

16.  Même  question  pour  les  équations 

ayy"-T-  bf-  =  o,     y' y"  -i-  x  —  o. 

17.  Étant  donnée  l'équation 

y-  =  ax  -\-  hx^  -^  cx'^. 

éliminer  tour  à  tour,  par  différentiation,  chacune  des  trois  constantes  a. 
b,  c.  —  Intégrer  chacune  des  trois  équations  résultantes. 

III.  —  Intégration  par  les  séries.  —  Deux  méthodes  :  i°  série  de  Taylor: 
2°  coefficients  indéterminés. 

i .  xj-"-  —  "iy'y"  -H  j:  =  o. 

2.  xy"  —  ay'  -h  b-xy  =  o. 
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3.  .*;^>''  — j  =  <). 

4.  y^ajc"j-  -i-  bx'"  ~  o.  [x"-^  '  =  (]. 

.1.  y—  Y  =  X3. 

6.  J"}^'  -H  9.  y'  -h  f('-Joy  =  o. 

"'■  y  =  -^j- 

IV.  —  Équations  différentielles  nu  premier  ordre 

ET   DU    PREMIER   DEGRÉ. 

1 .  (,r-  —  ^xj  —  'ij- ) dx  H--  (  j-  —  4-'-D'—  2-^' ) <■(>■  =  o. 

dx  [  X        \  dv 

2.  —n \-  (  I )  —  =  o. 

\lx--\-y-       \        \Jx--^y-}  y 


i.  \  I  -^  c^jdx  -i-  e^  n  —  -  j  r/j  =  O. 

o.    (   1  -r-  — ;   1  dx : =  O. 

\         X- 1  X 

f).  j)v()-=  {xdY-^ydx)yJ \.-\-y-. 

\  [x : r r;  -\-  'i.x\ç)Z,—  \ dx 

^  )  V      •^-'+  [^+y)-  y) 

\  -1-  (  -  , — /" -;  —  '—  4-  2r  arc  tang  ' \  dy  --  o. 


8.  r/x  \l \  -t- >■-  —  ^c/)"  =  o. 
7.  r/.r  o.xdr 


9 


y/j;- —  )■-       j-y/j;-  — j- 


.„    n(xdx  -\-ydY]        ydr  —  xdy       -,    ,  , 

11.  (3j;2  _t_  ■2.ny-)dx  -\-  [^axy  -+-  'ib)'^)dy=  o. 

.^    tu- -  -  .7- —  .rr' 

12.  -^-        —  =  o. 

x{x—y) 
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13.  dx>J\ — )-  —  dyyj V—  X-—  o. 
1  i.  imxydx  —  n[(i- -t-  J-- )<"/;•  =  o. 


15.  ydx  —  \] \—  y- .dy  —  o. 

IG.   (i — y-)dx  —  dy  =  o. 

■17.   (  1  +_^>-  -l-j  -  )  f /a.-  -i-  (  1  -t-  X  H-  X-  )  dy  =  o. 

18.  loydx  -4-  .r(rt — y)dy  =  o. 

19.  o;  —  .r)''=  «  (j:). 

Exemples  :  '.  [x]  =  J  (''  +  ■^1,  \/^,  '-^i   1  ^  (  ^  "^  ^'j  J     ' 


20.  _} v/j;  (  I  —  x"-  -\-  (i)\J i  -H  )  -  =  X- dy  ( i  -\-j  -  —  ^ )  v' i  —  ^'^'-^ 

21.  j  (.x-  -+-  i  yjxjdx  -+-  j,--  v{>''''(>'  =  o. 

22.  (.^-'V^'  —  a\/y  —  a  \/1j  ^  X  \/l))  dx  =  [x-y—  bx- -h  a'-b— fi-y)dy. 

23.  {x  -hj]-dy=  a-dx.     [x  -i-y  =  zj. 

24.  y'  =  i  -i'}/y  —  X. 

25.  (.r  —y-)dx  -I-  2.ï-jc/>-  =  o.   Li-  — ^>-^  =  u\  multiplier  par  -  ;    • 

26 .  [ix-^^y] dx  =  —  x dy. 

27.  (i  -f-  x-)y' —  xy  =  ci. 

28.  (i  -h  a\/\  -+-  x-)dx  H-  iby\/i  -+-  x-.dy  —  o. 

29.  x^ydx  —  [ly  —  i)  ^x.dy  =  o. 

30.  a;^)v/x  -(-  4  ry/x.c/.r  -h  j.'2  \Jy.dy  =  o. 


3 1 .  yy'  —  "xx -\-  \Jix'  —  y-—  b . 


32.  a[xy'~y)=  \x -\- yy')\Jx^-^y'-— li^. 
(Transformer  en  coordonnées  polaires.) 


33.  y  —  ^j'-+- j' S.     {.('-x -)-  hy)  -  =  o. 
3-i,  n'-y'  =  «2 H-  .r2  _  v2.     [j-  =  .r  H-  //]. 


35.  •^'+X''  —  y v^''''^J''  —  <"'- =  o. 
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3(5.   (  — h  séc  —  ]  lia:  —  —  (ly  —  o. 

37.  t^in  r.log  itxngx.f/x  -f-  cosj:  slnx  cos)v/r  =  sinj.log  cosécj  .(U\ 

[Poser  «<=^tan(jr,  t»  =  coséc_)- ] . 

39.  {x-j-  —  a-j-  -+-  a-x-  —  d'' )  d.v  -t-  hx-rdy  —  o. 

X 

40.  Jxydx  ~  -  J'ydx. 


*2, 

il .  fxj-(lx  =  -  xfj-(/x. 


V.  —  Équations  iio.mogènes. 
1 .   [x  —  y)dj'  =^  ' X  H-  y ) dx. 
-■  y^h' ~^  (2JK —  'ix)dx  =  o. 

3.  S;  =  j:  ■^~„^'- 

4.  (/?J'  -f-  x)  (/j7  H-  (  «  —  I  ]xdy  —  o. 

5.  xdx  -i-  jdj'  =  niydx.        m  —  •>.    . 
0,   { x-y  -h  r^ )dx  =  3 xy'^dy. 

7.  j)'-r/lr  -f-  jc-.'//  =  xydy. 

_  r 

8 .  .rjr/r  —  j) -2 f/x  =  ( ,r  -^y)-c    •"  r/u;. 


9 .  X) ■  '  —  r  =  }/x-  -T-  r-. 

10.  ( -P>'  +  y-  )dx  -h  { xy  —  X'  ]  rfy  —  o . 

1 1 .  .r2<-/)'  —  [xy  -+-  y^  )  c/j:  =  o. 

12.  ydj--i-  {x  -i-  ■iy)dx  =  o. 

13.  (  j»'  -h  v/.r2^r2  )  f/x-  —  .r  ^//  ==  o . 

I  l.   j2  ^/^i-  4_  (  ,ry  -^  j;i  )  ,/,-  =   o. 

13.  J7-^'  dx  —  ( x^  -i-  y^  )  dy  =  o. 


IT).  xdy  —  ydx  —  dx  }/x-  ■—  y- . 
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17.  ['ijrj--i-  2X^)dx -T-  y^df  =  o. 

18.  (  .r-  -f  .rj'  -t-  y-  )  dx  =  x-  d)  ■. 

19.  [x^  -h  y^)(/x  H-  [xydx  —  r-c/r)  \/x'^ — )  -  —  ^J-dy  —  o. 

20.  (4r/.rî-r-  Zbx'^y  -^  j^)dx—  [bx^-^  '^xf-)dy  =  o. 

21.  ["ix-  ^  (jxy  -^  'iy-)dx  -\-  [ix-  -^  'ixy)dy  =  o. 

22.  y'^dx^f  (jr/2_(-  bx^)dy  =  o. 

23 .  ( .r2j.-  -f-  j3  )  r/.r  —  (  x^  -4-  jrj2  )  dy  =  o. 

24.  ( 3arj- -f-  2X^) dy  -y-  ( iy-  -+-  Zxy) dx  ~  o. 

25.  {2x'* -^  9 >'^ ) r(>^ -T-  4 x^ydx  =  o. 

2G .  (  8  x3  —  I o  ,i:}-2  )  r()-  +  (  7  x-^y  —  5 j'^  )  c/j:  =  o . 

27.  xdx -h ydy  =^  ni[xdy  —  ydx). 

28.  d)-  =  (a  -î-  bx  -h  cy)  dx.     [bx  -+-  ry  =  3]. 

. .      ,  dy  ,  ,  c/.r 

29.  (/'.r'"  —  b y" )  —_  =  [n'y"  —  ax"'j  —  • 

y  X 

30.  f(>-  +  b^-y^-dx  =  rfix"^dx. 

31.  (6x-—  \xy-\-  iy-—  4X  -^  \y  -\-  ■3.)dy  -+-  [3x^^  5y^-h  10 y  -i-  5)dx  =  o. 

[x  =  y.u-i-  Sr  -i-  Y,  j  =:=  x'u  -h  p'v  -h  7';  ramener  à  l'homogénéité  j. 


32.  ^y.dx  +  Wy—^-rjdy  =  o. 

33.  .rr/^'  —  ydx  =  J'iog  (  -  J  dx. 

y 

34.  ^r'—  r  =  rlog-- 


35.  S  ydx  —  ■—  ■ 


36.  (x3  —  .r>-2 ) r//  =  —y^dx. 

37 .  ( j:^  -r-  .rr^  )''(>'  =  J'*  ''^■f' ■ 

.r^  -f-  xy  , 

38.  rf/j:= -dy. 

x—y 

39 .  r/  (  j:  r/>-  —  J)  •  r/.r  )  =  r/.r  \/x-  -+-  y- . 

40.  (x'^-i- y^)dx-^(xydx  —  x'^dy)\/x'--  y^— xy^-dy  =  o. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infiait.,  \\\. 


41.  dY  = 
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ydx  —  xdy 


42.  (.r/  -!- j2)r/vC  -(-  ax^fly  =  o. 


^      <'/.r       (  ,r  r  —  t-)  yjy-  —  x^  —  x^y 

ii.  oxdy  -i-  dx\/x-  -i-y-  =  o. 

(  Poser  x  =  ;)'v/"^  ~  '  )• 
43.   {x- -+-  xy  —  iy- ) dx  H-  [y-  —  'lx'^-]dy  =  o. 
i().  'i.xydx  H-  x-dy  —  ^x'^'dx  -f-  xo.y'^dy  =  o. 
i7.  (j.r-jv/x  -f-  ix^dy  -+-  Gydy  —  Sxdx  —  o. 

48.  JC^j)  dx  -h  y^dx  =  "ixy^dy. 

49.  x-ydx  — y'^dy  =  x^dx. 

50 .  x^dy  —  x-ydx  -+-  y^  dx  —  xy-  dy  ="  o . 
5J.  {x- —  'iy-)dy-h  [x^-h  ■2.xy)dx  =  o. 

52.  [i  -h  X  —  'xy)dx  -h  {i  —  x)dy  ~  o. 

53.  {yx  —  'iy  —  y]dx  -^  {3x  —  yr  —  3)dy  —  o. 

54.  (  by- H -]dx  -h  dy  =  o.       j ^  -    . 

55.  Étant   donnée   l'équation  dy -h  ax"^y'^dx -h  ùx'-'-y''dx  =  o ,    chercher    la 

relation  qui  doit  exister  entre  les  exposants  />/,  «,  p.,  v  pour  que  l'éciuation 
puisse  être  rendue  homogène  en  posant  j>=z''  et  choisissant  con\ena- 
l)lemcnt  ;•.  —  Exemples  : 

i"  ('2.r^j3 —  ^x^y^-\-i)dx  —  Gx'^y^dy:, 
2"  (  3  X-  r^  H ~  —  5]  dx  ~—  Gx'*  y-  dy  : 

1 
4"  axy^dx  -t-  bx'^ y^dx  +  cxdy  =  o  ; 

1 1    _i. 
5°  X  '^  y'^  dx  —  ax^y-"^  dy  —  bx^ydy  =  o  ; 

G"  Application  à  l'équation  de  Riccali 
dy  H-  ay'^  dx  h-  bx'"  dx  =  o. 
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S6.y=/(^)T(f) 


X 


(Poser  Y=  tx). 

Exemple  :  x-j'—  xy  =  (x^-i-  i)  J-. 

VI.  —  Équations  linéaires  du  premier  ordre. 

1 .  [\  -\-  X  —  'iy)dx  -^-  [\  —  x)  dy  =  o. 

2.  y'  :^  a  -^  hx  ^'  cy. 

XX- 

4.  j'-i-  x''-y  =  x^. 

±  1 

3.  x'-y  -+-  x^y'  =  x* . 

6.  y  ^ y  co?>x  =  sin.rcos.r. 

7.  y'—j=  ^^• 

8.  y  4-  a:rr  =  2«.r3_;'J. 

9.  dy  —  dx  -\-ydx  —  xdy  =  xydx. 


10.  [dy  —  adx)]/i  -r-  x--h  nydx  =  o. 

,  ,     dy       0,0%^  X  —  r  —  cos''j: 

H .  —  = — 

dx  Isinax 

12.  (i  =ir  x-)dy  rp  xydx  —  adx. 

13.  ''/>'4-  /;jf/x  =  ax"-dx. 

14.  ^/j  -! =  adx. 

v/l  H-  J;^ 

.V    ,      "y        I  -f-  ^ 


I  —  x^       (i  —  jt)^ 

1 6.  j' cosj  +  sin j  =  X. 

Y  dy  I 

17.  '  —  dx\J \  H-  r-  —  cosoj?.^/.r. 


18.  j'-+--^^  +  0^2=0. 
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Id.  j—  x/ z=z bj'.  (Cas  de  /->  ^  I ). 

20.  df  -+-  y dx  =  e=^  dx. 

21.  {\  —  x''-)y'-\-xy^a. 

22.  r=  /     c-^'-'Âxinxdx.  d'oii  -—  ^~  -ay—  -\  calculor  y  au  moven  de  celte 

J  '  (1(1         '1     '  'X 

dernière  éqiialion. 

23.  rr'-^=--^. 

X  x- 

24.  {y  —  x) dy  —  -^.=r^—'—  dx.     [.r  =  tang»,  j  =  lange]. 

\  i^  X' 

23.   (i  -h  x'^)dx  —  dy  -T-  ydx 
26.  [\ -\- X-) y' —  xy  =^  Il . 


27.  <'(;'V''  "^  -^^  "+"  nydx  =  adx. 

I  —  2.77 

28.  dy  -i — ydx  =  dx. 

29.  dy  —  bydx  =  a  sinx  dx. 

30.  -^  H ^^ — :,  \/y.dx  =  jjf/.r. 

\y     '  ~  •^" 

31.  y'  =  rtsin.r-f-  ^j. 

32.  c/7-  -;-  y  cot  (  a  -+-  x)  r/j^  =  séc (  a  -i-  a- )  r/.z-. 

•^       <-*•--+- xj      "■  -^         ■' 
3i.  X  — Si=  ?(-^),  (Sf  étant  la  sous-tangente). 

Exemples  :  o[x)  =•  1°  -  («  -f-  x)  ;  2°      -  (  -  -1-  -  j        :  3°  \/ax;  4"  '—  • 

3o.  Transformer  ré(iuation 

y  +  pj-Q 

en  faisant  ;>-  —  y^  =  z-.  Applications  aux  exemples  précédents. 


3fi.  Sommer  la  série 

{a  ■+■  i)(<ï-f-  2). . .(«  H-  /z) 


I  1 . 2 ...  « 

r  —  i-i X  -+-...  -+-  , r-, — , ,- «  x'M-  . . . , 
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au  moven  de  la  relation 


-^d{x"r)  =  (^1  -^  jV/^  -  xdy. 


37.  y  cos  j'  -+-  sin  r  ^  x. 

38.  jv'-H  r  =  xy'^. 

39.  xy-dy-^  y^dx  =  — —  • 

40.  y'-^y^x\Jy. 

41 .  r'  -i-  r 


4ïJ.    I  -t-x  ■)-■ 


.rr 


1  —  X  Y 


•à-dire   / 


43.  v'h y  -r  by-  ~  o. 

X' 

4i.  (.r/^  —  y)dx -i- ixdy  =  o. 

,„    f/r       1  *  sin.r — rcos'x 

45.  j-  =  ■ -. ■-^— . 

dx  smj:  —  sin"*j; 

46.  y'  =  x^y^  —  xy. 

47.  Trouver  une  courbe  dont  l'aire  de  base  x  —  o,  c'est-à-dire  /    ydx,  soit 

égale  à  l'une  des  fonctions 

48.  Connaissant  une  intégrale  particulière  y  =  vj  de  l'équation 

Xoj'-hXi  r=  X2J2-4-X3, 
trouver  l'intégrale  générale.  (Poser  j  =  ji  h-  z). 

VII.  —  .\ddition  des  tr.vxscendaxtes. 

dx  dr 

o. 


fi-^2.bx-r-cx'^       a  +  iby-i-  cy- 
dx  dy 


^a-i-ibx  -\-  cx'^       \Ja  ^  iby-+-  cy'^ 
dx  dy 


^x{i-x)[i-k-^x)     \/y[i-y)[^-ti^y) 

dx  dy 

v/i  —  x'*       \'i  — y'* 


—  o. 
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VIII.    —    MÉTHODE  DU  MULTIPLICATEUR. 

{Voir  les  exemples  du  n°  V^. 

1 .  xdy  —  lydx  —  aclx. 

2.  ydy  h-  (x  —  ny)dx  =r  o. 

3.  (i  —  a-y-)dx  -^  a-xydy  —  o. 

4.  .rdx  -^ydy  =  oydx. 


5.  xdy  — ydx  =  dx  \/x'^-^ y'^. 


6.  y'  y/i  -f-  Jr2  j-  2jr  —  6  yj i  -r  x- . 

7.  [lyy -\-  3pxy-)dx~-  (3xx  -+-  ii^x-y)dy. 
(Trouver  un  multiplicateur  de  la  forme  x'"  r«). 

o    adx       bdy      cx'"^dx    ^..  .^.  ,.  ,^ 

8. : ^  =  — ^^ —  [Multiplier  par  x(^yi>]. 

9.  ax'^y'^  dy  —  ixdy  —  ydx. 
10.  a[xdy-^,-  lydx)  =  xydy. 

,.     dx       y-dx       ydy      dy       ydx  —  xdy   /— ; ; 

11 . h  ■ — ï '-^  -f-  ^^  + ■-  \/x^  -H  r^  =  o. 

X  x^  x^        iy  x^ 

12.  (  «  07^  -f-  J"j2  )  ^/|^  —  j3  ^/j;^ 

13.  dx  ^  yx -\- y'^^dy  ^^  o . 
(Multiplicateur  =  ey). 

14.  (ajc^-f- Sx^j-i- j2_  y3)f/jc  _„  (2j^+ 3 xr^ -1-072  —  .r') <•(>'=  o 

15.  Déterminer  le  cas  où  le  multiplicateur  d'une  équation  M^-Z^-f-  Nr/j=  o  est 

de  la  forme /(.r  )  F(j).  —  L'équation  aux  dérivées  partielles  du  multipli- 
cateur est  alors  de  la  forme 

^  -  ^  +  Mx(j)  -  N?(.r)  =  o. 

Application  à  l'équation 

ax'nyndy  -^  f^(,x'"'y"'' -^  CX"^"y'^")dx  —  O. 


16. 


(  y  ■ —  -i-x]dx  -h  ndy  ~  o.      ti  = 


17.  Si   l'équation  aux  dérivées  partielles  du  multiplicateur  p.  de  l'équation 
'^dx  -(-  '^dy  —  o  est  vérifiée  par  p  =  une  fonction  de  x  seul  ou  =  une 
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fonction  de  t  seul,  on  a  dans  le  premier  cas 


dans  le  second 


N  Vfj      i)-^)      y-dx     ^^    '' 


M  \<)x  ~  ~ôf)  ^  y.  Tly  ~  '  '-'''■ 


Application  aux  équations 
(  1  )  [i-i-  X  —  'i,f)dx  -h[i  —  x)dy  =  o, 
( 2 )   ( XY-  —y ) dx  -+-ixdy  -_-  o. 

18.  y'^dx-^i^xy — i)dy=^o. 

Chercher  le  multiplicateur  en  le  supposant  une  fonction  symétrique  de  x 
et  de  y.  Alors,  si  Mc/jt  +  Nr/^  est  le  premier  membre  de  l'équation, 
et  Ml  dy  -)-  Ni  dx  ce  que  devient  ce  premier  membre  par  l'échange 
mutuel  de  x  et  de  r,  chacune  de  ces  expressions,  multipliée  par  ,t/.,  est 
une  différentielle  exacte.  En  exprimant  que  la  condition  du  n"  831  est 

vérifiée  dans  ces  deux  cas,  on  en  conclut  les  valeurs  de  -^ ,  -^;  et  par 

dx    Oy        ' 

,,      ,     (lu.     ^  .   .  (lu.  ,, 

suite  celle  de  —  •  On  trouvera  ici  -^  =r  —  d[  xy). 
p.  f. 

19.  [x-y-^y)dx -^  [x-y-  —  x)dy  =  o. 

20.  Déterminer  le  multiplicateur  quand  il  est  de  l'une  des  formes  o{x  -i-y], 

<f{xy). 

exemples  : 

(  I  )   (.r-  -i-  x-y  -+-2xy  — y-  — y^ ) dx  -+-  {y-  -h  xy-  -+-  2xy  —  x-  —  x^)dy  =  o. 
[i)  { ix^y-  — y )dx  -h  {ï x^y^  —  x)(ly=  o. 

21 .  x[xdy  — ydx  )  — ydy  -h  dx  =  o. 

22.  a- ydx  —  y^dy  -h  by^dx  -^  a^xdy. 

23.  m  ydx  -^  xdy  =  ay"dy. 
2i.  inydx-\-  nxdy  =  Xdy. 

2o.  ax'^-'^ydx  -+-  bx"(ly  =  Ydy. 

26.  axdy-i-  2aydx  =  xydy. 

27.  ^x^dy  —  laxydy  —  3 x-ydx  —  ay-dx.  [y-  =  tx^. 

es  ,  ,         1       ,  I        1      V         ^^  b'^u~\ 

28.  xy-dx  —  xy-dy  =  b-ydx  —  ib-xdy.   \  y  =  ~f>   ^  —     2^    * 
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IX.  --  Équations  niFFÉnnNTiELLKs  du  premier  ordre  et  d'un  degré  supérieur 

AU  PREMIER  PAR  RAPPORT  A    )  '.   —  SOLUTIONS  SINGULIÈRES. 

I.  S  ~  av  -h  by. 

i.   ry'-  -t-  ixy  =  v. 
3.    r'^  H-  ax  —  by  ~  o. 

i.    r-  -f-  xy' -+-  X-  =  o. 
rj.  x[\  -\-y'^)  =  I. 
G.  xy  =  \/i  -t-j"'^. 


7.  >  =  «  y/'  "*~J''^- 

S.  y  —  xy  =z  nx  \'  i  -hy''-^. 

9.  y\Ji-^y^=y. 

1 0.  3 xy-  —  Qxy  -!-  x  -f-  2 )  =  o. 

11.  (  .r )  '  ^j)' )  (j'y  —  2J"  )  -+-  x^  —  o. 
1:2.  [y/ -\-  ax)  [xj'  — j-)  -+-  by'  =  o. 
i;>.  i^xyy-i-y'^  —  8)  -  =  o. 

1  i.  .rrir  -i-  <^/r/)  =  bcls. 

ïo.  y^dx^  -+-  dy^  =  oydx'-dy. 

10.  Trouver  une  courbe  telle  que  le  produit  des  deux  coordonnées  x^y  soit  !a 
moitié  du  carré  de  l'arc. 


17.  y'-dx  —  xydy .-  Y  \/y-(lx-  —  -ixydxdy  -\-y'-d)-. 
!8.  y  —  -ixy  =  2,„)'/(.r/). 

19.  y\/i-^y-  =f[x^yy). 

20.  y  -f-  axy  -+-  X-  =  o.  [j'  —  tx]. 

21.  ydx — xdy  =  nxds.  [Coordonnées  polaires]. 

22.  ydx  —  xdy  =  ads. 

23.  Ldx^-+-  T-^ldxdy -h  Nr/j-  —  o,  L,  M,  N  étant  des  fonctions  homogènes  du 

même  degré  de  .r  et  de  y.  —  Exemple  : 

ny^dx-  -+-  ibxydxdjt  -t-  cx'^dy-  —  o. 


LIVRE    IV.     —    EXERCICES.  I  ()5 

2i.  y^  -^y'^r'-^y'*  =  o.    [y'  —  ir]. 

26.  y^  —  rt^y -<-a:3  =  o.   [/'  =  f-ï]- 

27.  y^-t-^i'\>''-f-r"y- -f-j)'i'  =  o. 

28.     y 2    -    <.,j;2   _^   l;y 

29.  /  —  .xr'2 -+-  ar . 

30.  j"^  -!-  nxf'  -+-  x^  =  o.     [y  —  ,r?/ J. 

31.  (j'— r/jTJ^-H  j:(y  — <7.r)  —  {  y—     ax-j  —  r/"'.    [Par  différentiationj. 

32.  xyy'-  H-  ( x-  —  V-  )y'  —  .n-  =  o. 

33.  ayy'^  ^  {ix  -  b)y  -y  =  o.    I  j'  =  ^M- 

3i.  y^  —  ((7  -t-  ibx  -i-  3f,r2)y-H-  (6^cx3-i-  S/^/cr^-n  iabx)y —  Qribcx^  =  o. 


^■(^■"-;^^(^'-s/^- 


36.  y 3  —  ( .r2  -t-  o:/  -I- j-2 )^-'2  _H  (  j:3 j  -h  .r^jî  -+-  xy  )j'  —  x^j^-^  ^  „ . 

37.  (rt^ — -^"^jy^ -+-  bx[(i^ — ^^)y'  — y — ^^  =  o- 

38.  Il—  )  -  —  — -     r >-  H-  —  =  o. 

\        '  X-  J  -^  X  ~  X 

39.  )-=-;(a,-2-+-r'2). 

40.  }■-(-{  (7  —  .r  )j)  '  =  nj ds. 

•41 .  j  =  .ry  H-  «or^y-  -(-  />.r'y-*  -;-....     [.rv'  —  ?;]. 

42.  (  I  —y^  )^y=[  ^'  — y  —  ^'"'  )y'-    \.yy'  =  -^ "\ ■ 


43.  xy — y  =  ^  kl  y-- ^j-'-f-i.     [r  =  ar«]. 

44.  ydx  =  jrf/.y. 

45.^^*/Z_,     /Z. 
tlx        y  IX       \  "i-y 


loG 

LIVRE 

IV. 

— 

E 

40. 

[xy'-' 

2r 

y-  =r-  -:- 

x'* 
(l- 

• 

J'  + 

x'* 
(i- 

= 

■47. 

y 

=  ^y 

1  , 
-t- 

o 

y' 

48. 

y 

^xf 

— . 

r'-. 

49. 

r 
y 

=  xf 

=  xy 

arcsinj', 

i^ 

[Ca.s 

de  (7 

r.o. 

a\l\±y' 

'J- 

51.  r=.rj'-+-v/«'/--^^^ 

52.  j  =  xy  H -i . 

53.  y  =  xy'-^y'—f-^. 

a  y' 


55.  j=r/- 


56.  j  =  x-+-r'2. 

57.  j'2  +  4 j  +  4  =  o. 


a:r(r  —  rdx 
ds 

59.  Solutions  singulières  des  équations 


58.  "^  -     ,  ■'"  -  =  v^a;2  -+- )-2  -  a^.    [x  =  lu,  y  =  t  \/ \  -  u^ 
(Is 


)   (a'2  —  n^-  )y'  —  xy  ±  \/x-^  -+- j2  _  ^2 


(2)  yy  --=  X  ±:  ^ix- —  ajr^. 


/'2  .i'  ■ —  '2  ' 


■3)v'=i--'-      '^ 


'.  4)  I'T'  =  ^  -t-  «  ±  v/(.r  +  r/)2  —  4j: 


(5)  sj'j'  =  n  —  i\/ax  —y-. 

(  6  )  rtj'  =  rt  \/ab  —  ay. 

[  7 )  ^'y'^  —  2 .r rj"' -\-  X-  —  x-y^  —  x'*  =  o. 

(8)  (i+j'^)(r-x/)2  =  «y'- 

60.  jr^j''^  —  "i-^jy'  -+-  "^  +  ^j"  =  O- 

Examiner  la  solution  x-  =  ax  ^  by. 

61.  xds  =  ady. 

62.  X  =  ay'-\-  b\Jv^y'K 
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63.  xdy  — ydx  =  xds. 

axdx-^ydy 

04.   ds  — 


63.  f- — xf^^y—  o. 

66.  xy'~y=  y/x^-^y^. 

67.  xy'^ -^  yy  ^  a  =  o. 

68.  y'^y''^ —  2xy^y'^^  a. 

(  Résoudre  par  rapport  à  x,  différentier,  dx  =  ^,?  etc.  ) 

69.  y'^-i-  ocy'  —y  —  a[\xy' -\-  j:^)  -j-  4«-(i  h-  .r-)  =  o. 

70.  y  —  nxy'  —y'-  =  o, 

71.  ^- -)->■-  —  -xxix  -f-  ry'\  ~. — -  [x  -+-  ry'Y-^-  b  —  o. 

"  "  ti- 

72.  s-  =  1-  -^  nx-. 

3 

73.  ydx xdy  =  ads. 

74.  ydx  —  xdy  =  ads. 

75.  y'-  —  IX- -r-  6j. 

76.  xdy -\-ydx  =  dsyjixy. 


11.  —  sjax  -+-y-  =  ax  -^  yf . 

78.  yy'  ^nx  =  ~  y/y^  -^  nxK 

79.  j— ^7"'=  «^  J^/     \y^tx\. 

ds  ,  , . 

80.  y  -f,=  n{x  -^  yy']. 

81 .  x^-y"^  —  "i-^Xj' -^J°''  —  x^y^  —  ■ 


82.  xdy  ± ydx  =  ds\/x'-i-y^ —  a'-. 

83.  xy--h[a  —  X  —y)y'-\-y=  o. 


y 
84.  y  —  xy  -h  X  —  — ,  =  a. 


8o. 


{r-^y)U^-y>j  =  «'• 
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86.  {j-'^y)--^(^^-j:/j  =«-. 

87.  j=  (n-j')-r+j'-. 

88.  ar2  [dx-i  —  cA-2  )  =  r/V/j  2. 

89.  (u;-  —  2J-) j'-  —  ^xjj'—x--  =  o. 

90.  v'  =  ^{y  —  x)  —1  -h  b\/y  —  .v  —  i . 

91.  (v^-^"  — .'■— v'-''-"  ~<-j')y "^  \/-^  "^j'  "^  /-'■  ~/  —  *^- 

92.  j  -t-  [y—  -r)  r'-t-  («  —  x)  j'-=  o. 

93.  (.r>'  — i)  (-^y--  2j)  -+-  --^^  =  o. 

94.  a  yjf- d}  -  —  -x xy dx  dy  -4-j^  dx-  =  .rj/^A)  —  j  ^  dx. 
(Poser  X  =  ^r). 

9o.  j'3  —  6  r'^  -i-  1 1  >•'  —  6  =  o. 

96.  «^j'-^  -i-  a-bxy-  —y'  =  x-y'^  -f-  bx^y'-  h-  ix. 

97.  r- —  1 I  =  o. 

•^  X 

98.  (a:-  —  2)-)  r'- —  4"9'j'—  x- ^  o. 

99.  (.r2  —  rt"^)j'2—  ajy7"' —  .r-  —  o. 

100.  x^dy-  H-  xdxdy  —  dx-  =  o. 

101.  J  =  -î^y-H-  2j-'. 

102.  j>'  =  mxy'  -h  «  y/ 1  -+-/' ^. 

103.  j  -H  (rt  —  x]y'  —  nj yjdx-  -h  dy''-. 

104.  j;>''--t-  2xj'— j'  =  o. 

lOo.  «)■>'--+-  ('2.r  —  h)y  —y=  o. 

106.  J^y^^jV-f-  rt  =  o. 

107.  y  -^[x  —  arc  tangy  )j>-'—  i  ^  o. 

108.  xdy  ±  ydx  =  \J7Ix^~^^^. 

(Poser  j:  =:  y' 1  -4-  ^2  qr  ty). 


LIVRE    IV.    —     EXERCICES.  109 

109.  Solutions  singulières  déduites  de  l'intégrale  générale  : 
(  1  )  j  =  Cx  H-  v/(5>2— a2C2. 

(  2  )  C^  —  2  Cj'  -+-  «-  —  a;2  z=  o. 

(3)  C^H-aCj- — j--—  x^  =  o. 

(4)  C-— aCj — x- =  o. 

110.  Les  solutions  données  des  équations  différentielles  suivantes  sont-elles  des 

intégrales  particulières  ou  des  solutions  singulières? 

(  I  )  flj-  -h  [x-  —  r-  —  i)dx  =  G,  solution  j  —  .r. 

( 2 )  dj -+-  (v/j  —  -c  —  ])dx  =  o,  solution  jr  =  -f • 
Cette  équation  a-t-elle  une  solution  singulière? 

(3)  Nature  de  la  solution  x^-i-j-  =  a-  de  l'équation. 


i  11.  x'-  —  4^y-h  4j  =  o.  Caractère  de  la  solution  j'  =  'zx. 
J12.   I  -i-j'2  =  a-i^y—  xf)-.  Caractère  de  la  solution 
y  -^a^[xx~  x'^f)  =  o. 

113.  Démontrer  qu'une  solution  singulière  rend  en  général  infini  le  facteur  d'in- 
tégration. 

X.  ~  Exercices  divers. 

1.  j--f-(i  — ^jr)j'^  o. 

2.  j'«-ij'+Xj'"=X,. 

3.  x-y'  ^r-  xy  -h  e^y  =  a.   [>'  =  uv\ 

4 .  6  x'*)''''  ny  —  (4  x-j  ^  n-  i  )  dx. 

5.  Trouver  une  courbe  dont  l'aire  jydx  ait  un  accroissement  proportionnel  à 

celui  du  triangle  formé  par  l'ordonnée,  la  normale  et  la  sous-normale.  — 
Problème  analogue  pour  le  cas  des  coordonnées  polaires. 

6.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  comprise  entre  la  tangente,  l'ordonnée 

et  l'axe  0;»-  soit  proportionnelle  au  carré  de  l'ordonnée. 

7.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-normale  ^y  soit  proportionnelle  au  carré 

du  rayon  vecteur. 

8.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  : 
1°  j2(C  — o:)  =  a;3. 

%"  r—Q.  smp. 
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9.  Courbe  doiil  l'extrémité  de  la  sous-langente  polaire  a  pour  lieu  une  droite. 

10.  Courbe  dans  laquelle  l'abscisse  de  l'intersection  de  la  normale  avec  Ox  est 

proportionnelle  au  rayon  vecteur. 

11.  Trajectoires  orthogonales  des  ellipses  confocales. 

12.  Trouver  une  courbe  telle  que  sa  tangente  rencontre  Oy  au  môme  point  que 

la  perpendiculaire  abaissée  du  pied  de  l'ordonnée  sur  le  rayon  vecteur. 

•^        ^  \ax  -I-  o  f-h  c  J 

14.  (4-  3x>-2):r;'-f-(2-i-5j2)j=o.  [839]. 

15.  [^xf-  —  3x3)/-+-  2j3  _  Sx'^y  =  G. 

16.  (3x^~4j)j'-3x2j  +  ^5=-o. 

17.  (  x-y-  -h  ûx)dy  =^  [b  x-y-  -+-  a  y  )  dx. 

iS.y='-^-'^'^K' 
1  -h  xy  -h  x^ 

19.  (i[xdy  ^ydx)  =  dy^x'^-hy'^. 

20.  (y  -  x)^i~r^^,dy  =  n{i  -^y^-)hlx.   ^r  =  ,^^^^]  • 

21 .  a[xdy  —ydx)  =  [xdx  -\-ydy)  ^x-  -^y-  —  a-. 
[Coordonnées  polaires]. 

22.  (t-dy^  {n^-hx^—y^-)dx.  \y  =  x-+-  ^    • 

23.  {}  —  xy)dy  -h  [y-^-h  ax)dx  =  o.  |j=  y— ^J" 
2i.  ixydx  -h  [y- —  x2)r/j  =  o. 


25.  tang.r  co3jf(r  =  sinj<:/x  -t-  dx\j-xa%\xs.x  sinj  -4-  sin^j. 

26.  r(,--+-^,jV/.  +  — =  o.    [j=^H-^J. 

__    dv       Y  x^  y  r  .1 

27.  -f-  =  ■-  -I-  -; ^— - .    [j  =  tx\. 

dx      X      x*-\-\  X  — y 

28.  [y  —  ax)y'  —  ay  —  ^-x- =  o. 
^~    dx      X  \la^  —  x^  —  r2  —  an  y 

29.  -r-  =  —^ ^  —  • 

4r       anx  -+-y  sjd^  —  .r^  — y- 
(Transformer  en  coordonnées  polaires). 
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30.  x(ty=  y\ogf{\ogxy-[i  —  (logj)2  \ogx](/x. 
\_logx  =  u,  logj=<'2]. 


31 .  ^  -+-r'\y'  —  V^x-  -t-j-  —  a^j  z=  o. 

32.  /2^  4-^J7'—  8j  2  =  o.  [j  =  e-]. 

33.  Courbe  dont  la  tangente  (ou  !a  normale)  est  à  une  distance  constante  d'un 

point  donné. 

Xi.  Trouver  une  courbe  telle  que  les  distances  de  sa  tangente  (ou  de  sa  nor- 
male) à  deux  points  fixes  A,  A'  aient  un  produit,  ou  un  rapport,  ou 
une  somme  constants. 

36.  Trouver  une  courbe  telle  que  sa  tangente  (ou  sa  normale)  intercepte  sur 

deux  perpendiculaires  fixes  à  l'axe  des  x  deux  segments  dont  le  produit 
soit  constant. 

37.  Courbe  dont  le  rayon  vecteur  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  la 

sous-normale  j-y  et  une  constante  donnée. 

38.  Trouver  les  courbes  pour  lesquelles  on  a  Tune  des  relations 

St  =  'ix,  S,i  —  nx,     T  =  «.r,     X  =  nx, 


St  =  «j, 
St       x  —  r 

T  =  «J, 
T      X 

X 
X 

y           a 

I 

30.  Problèmes  analogues  pour  les  coordonnées  polaires. 

40.  Courbe  dont  la  tangente  rencontre  Qx  k  une  distance  de  0  égale  au  rayon 
vecteur  OM. 

il .  Étant  données  une  droite  0  j:  et  deux  perpendiculaires  à  cette  droite  AP,  BQ, 
trouver  une  courbe  dont  la  tangente  coupe  ces  deux  perpendiculaires  en 
deux  points  tels  que  l'une  des  quantités 

soit  constante. 

42.  On  donne  deux  droites  OA,  OB,  et  l'on  prend  la  bissectrice  de  leur  angle 

pour  axe  des  y.  On  demande  de  trouver  une  courbe  telle  que  son  or- 
donnée et  sa  tangente  en  chaque  point  rencontrent  Tune  OA,  Tautre  OB 
sur  une  môme  perpendiculaire  à  0/. 

43.  Trouver  une  courbe  dont  l'arc  soit  proportionnel  i°  au  coefficient  angulaire 

de  la  tangente,  2°  à  l'angle  de  la  tangente  avec  0.r,  3"  à  l'abscisse  de  l'in- 
tersection de  la  tangente  avec  Ox,  4°  à  l'accroissement  de  la  longueur  de 
la  tangente  comprise  entre  Ox  et  le  point  de  contact.  —  Questions  ana- 
logues en  coordonnées  polaires. 
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44.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'angle  t  de  la  tangente  avec  Ox  soit  une 

fonction  donnée  de  l'angle  p  du  rayon  vecteur  avec  le  même  axe. 

45.  Trouver  une  courbe  telle  que  les  rayons  lumineux  partant  d'un  j)oint  donné 

deviennent  parallèles  entre  eux  après  la  réflexion  sur  cette  courbe. 

40.  La  normale  en  un  point  M  d'une  courl)e  C  coupant  l'axe  des  x  en  N,  le  lieu 
des  milieux  P  de  MX  est  une  parabole  Y-  =  a/.  X  ;  équation  de  la  courbe  C 
dans  la  supposition  qu'elle  passe  par  l'origine  des  coordonnées. 

47.  Équation  difîérentielle  de  la  courbe  pour  laquelle  l'aire  comprise  entre 

l'axe  des  x,  deux  ordonnées  et  la  courbe  est  égale  au  carré  de  l'arc  cor- 
respondant. 

48.  Trouver  la  courbe  dont  la  normale  et  la  sous-normale  ont  une  somme 

constante. 

49.  Trouver  la  courbe  pour  laquelle  le  carré  de  la  tangente  est  proportionnel  à 

la  sous-tangente. 

50.  Courbe  dont  la  podaire  par  rapport  à  un  point  A  est  un  cercle  de  centre  B, 

31.  Trouver  la  courbe  dont  la  causli(iuo  soit  une  droite  parallèle  à  l'un  des  axes 
coordonnés,  pour  des  rayons  perpendiculaires  à  l'axe  des  x. 

52.  La  normale  MX  à  une  courbe  rencontrant  l'axe  0,r  en  X,  déterminer  la 

courbe  de  manière  que  MN  =  v^ON  x  a. 

53.  Courbe  telle  que  l'aire  comprise  entre  la  tangente,  l'ordonnée  et  les  axes 

Ox,  Oy  soit  proportionnelle  au  carré  de  l'ordonnée. 

5i.  Étant  donnée  une  série  d'ellipses  de  même  grand  axe  AB  =  ia,  trouver  une 
courbe  qui  coupe  respectivement  ces  ellipses  en  des  points  M,  M',  . . . 
tels  que  toutes  les  aires  AMP,  AM'P',  . . .  comprises  entre  les  arcs  AM, 
AM',  ...  et  les  ordonnées  MP,  M'P',  . . .  soient  égales  entre  elles. 

55.  Un  angle  A  constant  se  meut  de  manière  que  ses  côtés  touchent  une  courbe  C, 
et  que  son  sommet  décrive  une  courbe  C.  —  Étant  donnée  l'une  des  deux 
courbes  C,  C,  trou^■er  l'autre.  —  Exemples  : 

1°  C  est  une  parabole  j-  =  ox,  A  =  ^  ; 

2"  C  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  A  =  -; 
3°  C  est  une  droite; 
4°  C  est  une  parabole. 
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XI.  —  Équations  différentielles  d'ordre  quelconque. 

1.  sm*.r-r-^  —  sin2J£". 

2.  «y-j'. 

3.  x^-f^a. 

4.  'i.dxây  =  [a  —j)  d^-x. 

b.  j"'=j"2. 

^      ■       d^y  dv        .       ,  dr 

i.  sinx-T-^  —  cos^^  =  sino:  tans;^  V^' 
dx-  dx  ^     dx 

40.  y-haf^^o. 

12.  xf'^y—--. 

43.  xy-i-x'^o. 

44.  (i -t-.r2)j"-4- i4-j'2  =  o. 

45.  /'-f-{e^— i)/ =  e2^. 

le.y^ay. 

47./'  =  #. 

48. /'=«  +  ^'y2. 

49.  ad-fd^y=  \/dx'*-^  [d^j)'^.dx^. 
20.  7-V«J=  I- 
24.  j:  =  v/«p. 

22.  y^^  =  a\[y'. 

23.  j'Y'^-t-rt  =  G. 

H.  —  Courj  <fe  Ca/c.  /«/?«.,  IH.  8 


Il4 

-24:.  y—a-y"=  o. 
2o.  j"  =  a  —  by. 
20.  .ry"  ^[r—  i)y'. 
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27.  y 


b  H->" 


28.  r" 


29.  r"-t-  <7j'-  -^  b  —  o. 

31.  j"v/^  =  i. 

32.  p  =  — • 

33.  y'+Y=o. 
3L  ;"-i-Yj)'-=  o. 
3j.  j"-i-Yi-'=  o. 

36.  y'  +  Xj)'2  =  o. 

37.  j"-^X;-'  =  o. 


38.  d-y  -f-  ady\lcU-  -^-  dy-  ^  o. 

39.  ^n:}"-H^j-'-  =  -74 


y/  f-  -t-  J:- 

b.v)-'- 


\/f!-  —  J.'- 


•i3.  3j-"  =  loy-y'K 
4i.  2-^j"=j'- 


46. /'  =  -;. 

y 

47.  ^■'2  4-2J7-"=  O. 
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49.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit  proportionnel  à  la 
normale. 

aO.  aj"y"  =  ^i  -i-y'i^ 

5J.  j"~f/j-  =  o. 

a:2.  j" —  (/j-y  z=  o. 

.'^;3.  Expressions  différentielles  à  intégrer  : 

(  I  )  ^r  -H  (  .r  +  2 j  )  j  '  +^-'2  -H  2 xyy. 

(3)  (>:>"  +  <!". 

(4)  (2.)  +  ^.)  ./\>  +  (g  -  1)  ^K./2r+  ^. 

(  5  )  .z-2  d^  a-  -t-  2  ^'3  r/,r  r/s  j;  -H  (  3  .r 2  —  I  )  dx^ . 

(61   ^'  ('^-^"  —  G-^^J-^  3br^-)d\r^  {6x  -f-  arnjn.r^ 

(  -1-  {4ax~io.r)dj:dr-i-  (Gby  —  (ij;)dy. 

(  7  )   //(.î^^^r  -4-  6jrjr/x2  -h  6x'-dxdy). 

(8)  «j;3,/3^.  +  (3rt.r2^-  2^j:2)  r/.rf/2^  +  Q.bxdx\ 

(9)  («  +  26.r  +  3c.r2)r/2^+  (2/^ -+- Gc.r)  r/.f2. 

(10)  i  '^''^"'■^''^^'■^'  ■+"  ^-•z^lr-f'^lv-t-  2<7.r}7/a:2-H  liO^x^rdj-^ 

l       -h  {ax-^-h  3ù- .r2 j2 )  (/j, ^ly 

(11)  ^■-.r3j-2^/2_^._^  2„,^^^^^2_^  2^2_^3^^^^^2_^   («^2  ^_   ^  b'' x^^  Y^-)  dx  dj . 

(12)  8jv/.r2 r/j  +  (4  xy-^  2  r)  r/j:f/2  >  +  (2  +  4  .r)  dxdf-^  3  xdrd\r-^  xyd^  y. 
(i3)  j2r/2j;  H-  (2  -H  3a.'2r)^rf/.rr/j+  2,x-3jv/>2 ._(.  ^3,2^/2^. 

(  I  4  )   J  V/2  ^  _  dx  df  -f- J)  -2  r/2  j'. 

oi.   (3.r— j:2)j"-h-  (G  — 4j:-)j-'— 2j-=  o. 
53.  r  +  3^j'  -f-  21-/2  +  (a:2  -f-  2j2j')^y"  ^^  o. 
m.  r"'+  G^i'jS"  +  3j-'3  +5^/4-  :ïj-  =  o. 
^7.   3jj'+  2.r/'+  2r—  120.-  =  o. 
:;S.   {3x  -  ,r2)  j"_^  (6  -  ix)y—  -ly  =  o. 

o9.  loyy - lyy -  2 >-'2 h-  1  _ -5^  +  ^  =  o. 

7     j- 
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60.  ->.r^y'-hj^y-  —  x^-  =  o. 

Gl.  y.ycV-y-i-'^df-  =  -7=-=^' 
^a-  -\-  X- 

62.  ira- y  -\-  ^dy-  = 


03.  5yd^y-^^df-  = 


5y/«--f-  6x"- 


04.  dsdy=ad-x^  pour  ^/.y  constant.  Transformer  l'équation  en  prenant  (/.r 

constant. 

05.  ds' -~-:^  =  —  cos'^?  pour  dx  constant.  Transformer  en  prenant  ds  con- 

stant. 

06.  y  =  Q,x  est-elle  une  solution  particulière  ou  une  solution  singulière  de 

l'équation  nx-y"  —  [y  —  xy')-'f 

67.   p  = • 

'  a 

08.  y"=Y+by'K 

70.  y'-^^  —  ^  =  o. 

^         y        X 

y  —  ■^y'  —  yy'^  -+-  ^y'^ 

71.  y'-^- .  '     > '—  =  o. 

•^  r^  —  a:- 

72.  ix^d^y —  x'^'dy-  -t-  ixydxdy  —y^dx-  =0. 

73.  j:jf/-jr-i-  o-'r/^-  -H  ^ydxdy  =  o. 

74.  x'^d-y  =  {x^-\-  •xxy)dxdy  —  ^y-dx'-. 

75.  ayf-^by'^-=     I^- 

76.  j/'+j'2  +  X=o. 

77.  Z*j"=(r/-.r)(i+j'^)i 

78.  /'-+-X/-+- Y/i  ^  o.  [/  =  Hc-/X''^]. 

80 .  x'^y'j "—  xf  -\-y=  0. 
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81.  x-d'^y-^r  xdx^-\-y(ly- "  o. 

82.  a-f'^r'. 

83.  x-y  =  xf  -)-  3  r. 

84.  ax^d''y=  [xdy — ydx)-. 


8o.  x-y"  ^=  )Jax'-y'--^  by'^. 

86.  x-y"  =  <-?>-  -j-  ^,r/'. 

87.  a:ij''=  -^^7'-+-  a^)'/—  4j>-. 

88.  y2_f.2yy_o. 


89.  I  4-j'2 H-  xrS"  =  «r'Vi  -^j'^. 

90.  i[a^y''-^x'-)y'=xy. 

92.  j/'-H  «jr'-H-  «  =  o. 

93.  '^-^yy"=Zay~. 

94.  r2v-"^+^  =  o. 

96.  (i-+-jc2)j"-t-  i+y2=,o. 

97.  -^  =  -. 


98.  «2  d-y  \Ja-  -t-  j;-  -i-  «-  f/.r  <-()'  =  .r-  r/^'- . 

c/,».-3 

99.  2^-7—  =  a-y" . 

dx^  ■^ 

100.  dxds-  -f-  xdyd-y  =  adsd-y. 

101.  ^2y=  2J. 

102.  (j:2-i-r2)2j"-+-«2j=  o. 

1 03 .  X  dy^  ^  dx-dy  —  x  dyd-  x  -\~  x  dx  d-y . 
Supposer  constants  tour  à  tour  dx,  dy^  ^(ly-,  '— 


dx 


104.  dx-dy— dy^=  adxd-y-h  xdxd-x.  [ds  constant]. 

105.  dsdy"^  =  adxd^x.  [(-/.y  constant]. 


llB  LIVRE    IV.    —    EXERCICES. 

lOU.  adsd-y-Jrydj-dx  ~  o.  [ds  constant]. 

107.  adsd-y-i-rdjr-dx  =  o,  [r/i- constant]. 

.r>r.    ^-flx  —  a-dx      xdy--{- xyd^r-^rdrdx  ,  ,     .    ^        r 

108.  7 —  =  — ■ — : ■- — -■ j  pour  ydx  constant.  Transfor- 

x-  -f-  a-  yay  '         "^ 

mer  l'équation  en  supposant  dx  constant. 

109.  \dyds  —  a['î.yd-x  -]-  dxdy).  [rfy  constant]. 

110.  a  ds d- X  —  dy^' .  [c/,y  constant]. 
m.  ds-d-j  =Xdx'*.  [f/i- constant]. 

112.  y  y'" -h  ay"' -^  by'\v"  =  o. 

113.  p=/(j). 

114.  {a-y'--i-  X-)}"  —  nx-y'. 


llo.  dx'^dy — xds-d'-y  =  adxds\/d-x'--i- d-j-.   [ds  constant]. 

116.  x-y"  =  xy'-i-  ny. 

117.  x'-y"  =  \/a  x-y'  -  -+-  bj  - . 

118.  f  4^  -  // )  ')"-  =  Xy" 4^ .   [«  =  I  ou  3]. 

dx'         "  "  -^    dx'      ■-  ^ 

119.  jr2j"=  .r/-H  ny.  [«  =.  4,  ±  3,  -  i,  o]. 

120.  x^y"=  yjzx^y'-^^  ù,yK 

121.  5^\r''=  [j—xfY. 

1 22 .  -1  x'^^  ■"  ~  1  xf  —  j j'. 

123.  r"--f-  axy-  -^  b  =  o. 

124.  y"[yy'^  a)  =  r'(i  -+- r'^). 

125.  d-y-h  dy^  =  dx-. 

126.  {y"l+y^Y+y"-2-y2=^o.   [v"=o']. 

127.  [x--h  a-)dxd-y —  ixdx-dy —  [x- -i-  n-)xdy^—  o. 


128.   (a'-y'-^-hx'^)y"=  -xf. 


129.  I  -^y--+-  xfy"  =  (n"\'\  -^y-. 

130.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit  une  fonction  donnée; 

de  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  0^,  p  =/(")• 
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131.  Trouver  une  courbe  pour  laquelle  .v=  '.(t).  Ce  problème  se  ramène  au 

précédent,  puisque  -r  =  ?  (')• 

132.  Trouver  une  courbe  telle  que  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  une 

direction  fixe  soit  constante. 

d33.  p  =  rtN^. 

134.  p  =  r/N.  [rt  =  ±  i]. 

135.  Trouver  une  surface  de  ré\oIution  pour  laquelle  la  somme  des  courbures 

principales  soit  constante. 

136.  Trouver  une  courbe  plane  dont  Tare  varie  proportionnellement  à  l'arc  de 

sa  développée. 

137.  Trouver  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure  soit  proportionnel 


au  ravon  vecteur. 


u-^  (  a  -\-  u"  )       Il 


138.  Trouver  une  courbe  dont  la  normale  coupe  l'axe  des  .r  à  une  distance  de 
l'origine  proportionnelle  à  l'ordonnée. 

139    Trouver  une  courbe  dont  la  tangente  coupe  l'axe  des  y  à  une  distance  de 
l'origine  qui  soit  à  l'ordonnée  comme  le  rayon  vecteur  est  a  l'abscisse. 

140.  Équations  de  la  forme /(.r,nr')  =  o.  On  a 

(1)  x\')-"=  2J. 

(2)  (^2  +  j-)-j"+^'-r  =  <>. 

141.  .«•/  =  /. 

142.  x■\^"=  xy'-^'if. 

143.  x\r"=  [r  —  ^y]-- 

144.  3j  —  3.r/-+-  4jl>"  =  o. 

145.  r'-— x>'"= "vy^-+-  "'y"'- 

146.  x^y'=  {Y  —  Jrr'Y-. 

147.  fiby  =  }/r'-  -+-  <-'-.)■'-■ 

1 48 .  ch^  =  a  dx  cP-j  \l x-  -f-  j  •- . 

149.  x'*y"=  (x5+  2^j)/—  4J-- 
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loO.  xyd-y  =  ydxdy -t-  xdj-  -)-  - 

y  «2  —  ^2 

loi.  j" y ->r  x'*j' —  Ç>x^j  —  X. 

XII.  —  Équations  différentielles  linb.\ires  d'ordre  quelconque. 

1.  ay  -4-  by'+  cy"  =  o.  [Transformation  du  n°  873]. 

2.  y  +  a- y  -h  b-  =  o. 

3.  /"—  6j"-f- 1 IJ-'  —  6y  =  o. 

4.  y" —  5jr'-t-  6j"  =  x. 

5.  j"'—  3j"-(-  3j'— r  =  o. 

6.  y'+  ^/'-t-  by  =  o.  [Discussion]. 

7.  j"-+-  a/'-f-j  =  o. 

8-  y—  4j"'-+-  i4j"—  2oj'+  25  j  =  o. 

10.  o  =y  —  3ay-¥-  la^y'". 

11.  o=y—a^y"'. 

12.  o  =  j  — «*j'^'. 

13.  o  =y  -i-a'*y^''. 

14.  o  =:rt«y q:j(").  [«  =  5,7,  ...]. 

15.  r^^^  -)-  adxdy  -t-  bydx-  =  f[x)dx'^. 
1  G.  j'"  —  6  /;/j"  -^-iim-  y'  —  6  rn^y  =  n'^. 

17.  j'^  — a^j=X. 

18.  7"+rt*7=X. 

19.  j"=-^j". 

20.  /(«)  —  /=  o. 

21 .  sécr  d^y  —  cosx dxdy  =  sinx  lang>r  dxdy. 

22.  /"—  14/' H-  04/ —  967  =  o. 

23.  /"— 7y'^-GJ  =  .•i■■'. 


=  0. 

o. 
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2i.  j''—  8/"+  23/'—  28/4-  11  x=  X. 
'^'5.  y"-\- ay'-\- by=  o.     [/ =  e/-''-*^]. 

26.  j"—  ay'"H-  2/'—  2/-4- j=  o. 

27.  /'"-^  2fl2/'-i-  a'* y  =  o. 

28.  7'^+  ^ay"'+  (6^2-+-  2^-2)/'+  4rt(rt2+  ^2)y_^  («24.^,2)2^^0. 

29.  /'— 4/"+  6/'— 4/  +  j=o. 

30.  /'-t-  4/-+-  47  =  ^/x2,  ou  =  3^3-^. 

31.  /— i3/"-f-26/'-+-82/+io4j  =  o. 

32.  /" —  -jay" -^i&a- y' — iia'^ y  =  o. 

33.  y^ —  i2j''-i-  62/" —  172/'-+-  266/—  160/ 

34.  /''_8/"+26/'— 48/+45j: 

35.  (rt-t-D^)«j  =  o. 

36.  /'  —  3/4-  ()/"—  3/'—  3/4-  -2. y  =  X. 

37.  /"—  7«2/_,_  6«3j  =  e''"',  ou  =  .r'^. 

38.  /—  2j'4- j  =  X. 

39.  y" -h  af—  6«2 j  =  b^. 

40.  /'-H  2/4-27=  -ï^- 
41. /4- 3/4- 27=^^-^,. 

42.  7" —  2«/4-  a^y  =  sin6.r. 

43.  7" 4- 7=  a-». 

44.  7"  4-  2  «2/ 4-  rt*7  =  coso:. 

45.  7"—  2«/4-  («24-  b^)y  =  X. 

Exemple  : 

X  =  rt  cos(aar  -+-  p)  -H  rt'cos(a'a-  4-  fi'). 

46.  7'"— io/'4-627"— 2107'-)-  2617  =  e-'". 

47.  7"-t-7  =  cosx. 

48.  7'"— 7=^^,  ou  =  cos.r. 

49.  jv_2jiv^  5/'_,07"_  367' 4- 727=  e*-*^ 

50.  7"'4-7"— /H-i57  =  a;2. 
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52.  y—  3j'-t-  ar  =3x^-—  ]. 

53.  y —  5(7^'-f-  6«-j>=  e'''-^. 
Si.  y -1-  «- ■)"  =  séc  fi.v. 

oo.  /"— 7  r2 -4-6  r  =  .r2. 

56.  j'"—  sy'-t-  7j' — 5j=  o. 

57.  y —  5a j'" -h  loa'-y'" —  ion^r"-i-  5(i*  f  —  a'"  =  o 

58.  y^ y  —  o.r  =  o. 

59.  «-j"— .r"=  o. 

00.  r"  —  2(7j'-i-  [a--\-  b-)r  —  o. 
<i  1 .  y'"  —  j"  +  j' — j  =  X . 
(;2.  y-6j'+34j  =  o. 
03.  j"'-3j"+3y-j  =  o. 
(ii.  y'-f-  /^-j'  -1-  ax  -1-  /;  =  o. 

65.  j>"" —  1111  f  -\-  [iii--\-  n-)y  =  o. 

66.  y" -h  im y' -\-  n- y  =  o. 

67.  y  —  2  )-"-(-y''  =  ae^-\-  be-^-t-  asin.r  -+-  B  cos.r. 

68.  y—  6j"-4-  12^'—  8y=--i-h  -ic'-^. 

.^r.  C^  ÛWnX  dx  ,  ,        r.^v.T 

__!_  —  r-c-"'  Y  -\ —  =  o, 
(ta-  "^        2 

70.  y  =  rt.r -f-  /;/.   [rt.r  -+■  by  =  z]. 

71.  j)"  + 2j)-"-f-j"' =  sin.r. 

72.  .r2y=.ry+3j»'. 

73.  .r^y'-t- <7.ry +  ^j=  o.  [Discussion]. 
7i.   (2  -+-  3,r)2yH-7(2  -f-  3.z')y-+-  4.r  =  o. 

75.  y  —  2x>y-f-  .r^ya-H  x2j^-"=  o.  [72  r=  z]. 

76.  4j— 3(2  — 3.r)y+(2  — 3x)2y  =  5(2  — 3.r)5. 
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77.  x^-r"—  S-rj'-H  iy  =  .x  --  3x^. 

78.  y — 9.b.Ty-h  b'^x-r  =  o.  [;>-  =  <?-,  t  =  z' — /j.x]. 

l   1 r  H 7'—  o, 

]  '         .1-  "         x'^~ 

79.  ' 

(x^y'" — 3.r-y  H- G.r}-' — Ç,y  =i  o^ 
■T-  (  log.r  —  I  )  ■>■"  —  xy-  -)-  r  =  o. 
Abaisser  l'ordre  de  ces  équations,  ([ui  admettent  l'intégrale  particulière 

7"  =;  X. 

80.  j" -h  ay'--\~  bxr'-^=  o.  [Prendre  j  pour  variable  indépendante]. 

81.  (i  —  x-)j-"~  xy'-^  nr  =  o.  [.r  =  cosf]. 

82.  x-y"'+-xy' — y  =z  x" . 

83.  x^y" —  Zxy'-v-  4j>'=  x'K 

8i.  x-f'-^-  3xj'+^-= — ,  • 


85.  (H-  .r)3j-"'-^  (i  +  xYy"-^-^[\  +  x)y'-  8j  =  ^^L^z- 

V  1  -H  X 

86.  {•!  4-  3a-)2j" -t-  7(2+  3jt').r'-t-  4  =  o. 

87.  (2-+-.r)-r"—  Z[i^  x]-y' -r-  ^y  =^  (2  -+-.r)2. 

88.  (i -+- rt^- )>■"-+- <7.r7'-+- i-T=  o.  =  =(h  \- 

89.  /(.r) j"+  i/'(,r)/+  r/j  -  «■    [7^  =  ^^^1  ' 

90.  y"-{-  Pj'-f-  Qj=  o.  Faire  disparaître  le  second  terme  en  posant 

y  =  ze    ^^        . 

91.  y y  -\ — ï  r=  -• 

^  X'^  X'''  X 

92.  x-y" -+-  2 axy' -^\n\n  —  \]  —  Z»- j:- ] j"  =  o. 

93.  y'-H  SrtJC/'-i-  (ft2.r2-f-  i)  j  =  o. 

94.  Condition  pour  que  l'équation 

[a-^bx)y  ^{a'-^b'x)y'-\-  {a"  +  b" x) y"  ^  (^ 

admette  une  intégrale  de  la  forme  c-^.  Achever  l'intégration  dans  ce 
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96.  Intégrer  les  éciiialions  suivantes,  en  cherchant  une  intégrale  particulière 
de  la  forme  y  —  x'"-  : 
{ I  )  cl'^y  -\-  ax-  clx  dy  —  a  xydx-  =  o, 

(2)  (i  ■^x'^)x-y' -^-  (i  -I-  ix'^)xy'  —  (4  +  G.r3)j=  o, 

(3)  (i  -^-  x'^)x-y" -\-  (j-t-  Q.x^)xy  —  {i-2.-+-Gx^)y  =  o. 


97. 

.  /  + 

y 

X 

y 

x'^ 

n 

.1-  - 

-  I 

98. 

J"  + 

b' 

y 

X- 

n 

X- 

'■  — 

i 

99.  X'y"-^xy'  —  y^ax'K 


n^  —  I 

100.  y'--v-rJ  = 


^X-  y/j:«+l 

101.  y"4--r'  +  ^/2K  =  o. 
•^         x-^ 

En  développant  en  série  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
on  reconnaît  que  l'équation  admet  l'intégrale  ji  = '-  • 

102.  j"-i-^j'+«^j=  X. 

103.  .r-  d-y  =  xdxdy  -+-  oydx-, 

[Transformer  cette  équation  successivement  d'après  les  règles  des  n°'  872, 
873,  875]. 

104.  (i-.r)7"'— 3/'=o. 

lOo.  (G  —  (ix i)^: -+-  3.r2D,l.  —  x» D;].)/  +  x  =  o. 

lOG.  [i  — .rD^.-+-.r2(log.r— i)Dnj-4-j^  =  o. 

107.  y"-h  [a -hbx)y-\-abxy  =  0.  [y  =  ze'-^'\. 

108.  (a-  —  x-)y"-\-  2  {m  —  i)xy' —  ni{m  —  \)y  =  o. 
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XIII.  —  Équations  différentielles  simultanées. 

1.  ^-'-i- rtj- =  o,     y-+-bx=o. 

l  A-"  —  3 X  —  4  r  -t-  3  =  o, 

2.  { 

[  y  -h  X  —  8f  -h  5  =  o. 

4.  (5 -+-D<)^  — 2J- =o,  2.r-i- (  I -i-Df)j=  o. 

5.  {5-i-'Dt)x-i-x=^ct,  —  a; -h  {3 -i- T>t)x  =  e'-i . 

6.  (5  +  Df)^  —  2j  =  e',  ~  X  -i-  [0>  -h'Dt)j  =  e-^. 

7.  (—  3  -f-  D,^)  X  —  /iy  -h  3  =  o,  jc  -+-  (  i  +  D^  )jr  -i-  5  =  o. 

8.  DfX=j  +  s,     D^j=2-+-j:,     Dtz  =  X  -i-y. 

X  —  T' 

9.  Dtx  =  I)tX  =  - — '- ,     l)tz  =  x — j'-ha. 

10.  Di^  +  D^jr  =  2x,         D<  j -+- D|  jc  =  2  r. 

11.  (5H-DO.r-4-4j  =  e^  j:  +  (2-4-D()r  =  f2^. 

12.  D^j;  H-jr -f-s  =  o,     07  +  Df  jr -4- 2z  =  o,     x — y  -hBtz  —  o. 

1  (-9-4-96Df-i-Df).r-i-(i5  +  5oD;-f-D|)j  =  o. 

14.  Df  .r  =  3.r  +  4/  —  3,     D'^f  =  8j  —  a.-  —  5. 

15.  Déterminer  les  inté.e;rales  définies 

cos  at 


/"^  e-^  sin<7;   ,                   C^  e-t  couac  , 
=    /        ■ j^-dt,     j=    /       -^—cit. 


16. 


17. 


18. 


en  partant  de  ce  qu'elles  satisfont  aux  équations  différentielles 

dx      dy  I  dx  dy       i 

'  da       da  %         da  da       2 

(44 -*-4Df)-^  +  (49  ^- 9DOJ  = ', 
(34  4-  3D,)  j:  -t-  (38  -t-  7D,)j  =  eK 

(in-4Df)j:  -t-  (3i  -1-  9Di)j  =  e^, 
(8-3D,).r+(24-t-7D,)j=e2^ 

(24-  4Df  )a:  +  (3i  -+-  9Df  )j  =  e^ 
(i4-3D,).r  +  (24  4-7D0j  =  3. 
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19.  (î+D<)x+3j  =  ^     a.v^('j-hDt)x  =  cf. 

20.  (D,-2).r  +  (2D,  +  2);-  =  36'',     (3D,  +  a)^:-!- (D, -+-i)j- =  4^'". 

21.  {a  —  Dt)jc-hbr-+-c  =  o,     «'x-+- (/^'— D;)r  h- c' =  o. 

22.  (  ',  -4-  D,).r  -T-  3j-  =  /,     'ix  +  (  5  +  D^) J  =  e'. 

j  {ni-^D'i)x-^-biy-^CiZ  r=  Ti, 

23.  !  «.,x-f- (Z-i  +  Djjj-t-c.z  =T2, 
(  a-iX -^  ù-ij' -h  {r3-^'Dl)z  —  T3. 

h 
24. 


Dr  X -, m  D,  r  —  (  m-  — y—  x  —  o, 

'■  b  "^  b 


,           fi  ~  b  —  r      ^^                ^  b  —  r 
Dr  j -H ; /;/D^.r—  m-  ■ —y  =  o. 

D|xH-«.r  —  ^  cos«^fxcos/z/  -\-Ysmnt)  =  o, 
2-j.  -J  D|  j)'  +  «r  —  b  sïnfit  [xcoi/it  -+-f  sin/it)  =  o. 

(       \^u  =  X  cos  7it -h  y  s'mnt,  (>  =  x  s'm/X  —  jcos///]. 

,,g    (  (8D,--i7).rH-(7D/-88)j  +  59  =  o, 
I   (50^  —  ii)x-f-  (  -Df  —  ai)  J)'-H  35  =  o. 

^^^    j   (iiD|-ii)x+(8D,--3G)j-h73  =  o. 
'"  ■   (   (7D|-7)x  +  (5D:-23)r  +  46  =  o. 

^  (iiDj-  25)^^(8D/— 36)r^73  =  o, 
"^'   )   (7D,--i6)^-4-(5D|-23)j  +  46  =  o. 

(     (7D;X  -T-   (C  —  ^)j)'3  =  o, 

29.  <  b])tr-^  («  — c)z,r^^o, 
{  cDtZ-h  [b  —  a)xy  =  o. 

j   (3i^-9DO-r+(2+4D0j-  =  ''', 
""  '  '(   (■.>4h-7D0^+(h- 3Dib-  =  3. 

ol.  (c?-t-D/).r -i- Zij —  ////,         /;.r -f- (rt  ^-Dï)J^■  =  «^ 

32.  (rt-HD/)a7-i-^j-i-c  =  o,    a'x-^[b'-^\)l)y  +  c'=^o. 

33.  (— 3-i-D|).r  — 4r-i-3  =  o,  or  +  (  i  +  D|)j>--i- 5  —  o. 

3i.  (i  — D/)2.r— ^D;  r=r'2f,  (6-+-'.iD/  +  Di-)j-f-(-3  +  D<)a:  =  6''. 

30.  (34-D^).r  — -.ir  =  ^,    .r  h- (5 -f- Di)j)-=  i?^ 


36. 


;3i  +<)D/).rH-(ii  -+-  \\)t)y—  o  [ou  =  c'], 
[ai -4- 7Di)a.'-t- (8h- 3D;)}- =  o  [ou  =c'2']. 
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XIV.  —  Calcul  des  variations. 

Jo 

2.  ilaximum  ou  minimum  des  intéirrales 


•J.  Minimum  de  /     j'-f/^,  avec  les  conditions  j)o=  i,    /     -^ 

t/o  "  Jo       .>! 


2       — :       /  1   C/X. 

3.  Déterminer  la  forme  d'un  corps  de  révolution  de  volume  donné,  de  manière 
que  la  durée  d'une  oscillation  infiniment  petite  autour  d'un  axe  horizon- 
tal, perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution,  soit  un  minimum. 

i.  Trouver  une  courbe  A^iîB  telle  que  la  courbe  ayant  même  abscisse  x  et  une 
ordonnée  égale  à  la  longueur  de  l'arc  correspondant  AM  comprenne,  avec 
l'axe  des  x,  une  aire  maximum  ou  minimum. 

."■).  jlaximum  ou  minimum  de    /       'j)[s)clx  pour  une  valeur  donnée  de 


r 


—  dx 
(Ix 


G.  Trouver  la  courbe  homogène  dont  l'arc  a  le  plus  grand  ou  le  plus  pclil 
moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  donné. 

7.  Parmi  les  courbes  de  même  rayon  de  courbure  constant  que  l'on  peut  mener 
entre  deux  points,  quelle  est  la  plus  courte? 

<S.  Brachistochrone  sur  une  surface  donnée. 

i).  Brachistochrone  dans  un  milieu  résistant  homogène. 

.   .  ,       Cx'dx-  -H  (lY^  dz  \!dx-  -1-  dy- 

10.  Maximum  ou  mmmium  de    J  -= — ^-  i  pour  -j-  -h  (72« ^    "     =  d. 

11.  Courbe  fermée  de  longueur  donnée  et  d'aire  maximum,  ou  d'aire  donnée  et 

de  longueur  minimum. 

\-l.  Une  courbe  étant  tracée  sur  une  sphère,  tracer  sur  cette  sphère  une  autre 
courbe  de  longueur  donnée,  et  comprenant  avec  la  première  une  aire 
sphérique  maximum. 
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13.  Parmi  les  corps  homogènes  de  révolution,  trouver  celui  qui  exerce  la  plus 

grande  attraction  sur  un  point  A  de  sa  masse. 

14.  Trouver  la  brachistochrone  parmi  les  courbes  de  longueur  donnée  ou  daire 

donnée. 

lo.  Brachistochrone  sur  un  plan  incliné  ou  sur  une  sphère. 

IG.  Parmi  les  courbes  de  même  longueur,  quelle  est  celle  dont  le  centre  de  gra- 
vité est  le  plus  bas,  la  courbe  étant  située  dans  un  plan  incliné  donné  ? 

C^\  /•■'l  f-»!     ds 

17.  Maximum  ou  minimum  de  /      j^^/^.  pQm-  |       y^ij-^f^^    i  dx  —  b. 

18.  Déterminer  la  position  d'un  fil  flexible  et  inextensible  sur  une    surface 

donnée,  de  manière  que  son  centre  de  gravité  soit  le  plus  bas  possible. 


LIVRE  CINQUIÈME. 

ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES   A   PLUSIEURS   VARIABLES 
INDÉPENDANTES. 


CHAPITRE    PREMIER. 

ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES  DU  PREMIER  ORDRE 

ET  DU  PREMIER  DEGRÉ 

A  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


1003.  Nous  avons  vu  [772  et  suiv.]  que,  si  p  et  q  sont  deux 
fonctions  données  des  variables  x,  j,  on  peut  déterminer  une 
fonction  z  de  ces  variables,  considérées  comme  indépendantes,  au 
moyen  de  la  relation  diflérentielle 

(  I  )  dz  =:^  pdjc  -^  q  df, 

toutes  les  fois  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 

^    '  dy       dx 

est  vérifiée.  Alors  la  solution  du  problème  s'obtient  au  moyen  de 
deux  quadratures. 

Nous  allons  maintenant  examiner  le  cas  où  l'on  se  propose  de 
déterminer  la  fonction  z  au  moyen  d'une  relation  de  la  forme  (i), 
dans  laquelle  p  et  q  ne  sont  plus  des  fonctions  des  seules  variables 
indépendantes  x,  j,  mais  contiennent  explicitement  la  variable  z 
elle-même. 

Il  est  un  cas  qui  se  ramène   immédiatement  à  celui  que  nous 
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avons  déjà  traité  :  c'est  celui  où  les  variables  sont  scparahlei, 
c'est-à-dire  où  p  et  q  ne  contiennent  z  que  dans  un  facteur  com- 
mun Z.  Si  l'on  suppose 

p  et  Q  étant  deux  fonctions  de  x  et  de  j-  seulement,  l'équation, 
qui  devient 

Zj 

sera  inteorable  si  P  et  Q  satisiont  a  Ja  condition  --;=-—,  et  son 
'^  ^  âj-  ().r 

intégrale  sera  une  relation  entre  x,  j',  z  et  une  constante  arbi- 
traire. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

[x^  -\-y-]dz  =[z~a][xclj  —yd.r]. 

En  l'écrivant  sous  la  forme 

(]z  xdy  — ydx 


z  —  a  X-  4-  /- 

on  voit  que  le  second  membre  est  une  différentielle  exacte,  et  il 
vient,  en  intégrant, 

V 
y  arctang  — 

log  [Z  —  « )  =  arc  taiiy  ^^ H  log C,      ou     z  —  fi  =  Ce 

1004.   Considérons  maintenant  le  cas  général. 
Une  équation  de  la  forme 

(3)  F(x,j,c)  =  C, 

dans  laquelle  on  fait  varier  le  paramètre  arbitraire  C,  rcpréscnlc 
une  série  de  surfaces.  En  la  différentiant,  l'équation  obtenue 

(4  d¥[x,r,z  i=^o,      ou      -— dx -{ —  d)- -\ -—<•/::  =  o, 

exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les  surfaces  représen- 
tées par  l'équation  (3),  et,  réciproquement,  cette  équation  (4) 
équivaudra  parfaitement  à  l'équation  (3),  qui  en  est  la  consé- 
quence. 
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Si,  au  lieu  d'être  résolue  par  rapport  à  C,  l'équation  de  la  série 
de  surfaces  est  de  la  forme 

(5)  F(.r,j,c,C)  =  o, 

en  éliminant  C  entre  cette  équation  et  sa  différentielle 

(6)  dF[.r,j,z,C)=o, 

on  obtiendra  encore  une  relation  entre  x^j,  z  et  leurs  différen- 
tielles, qui  exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les  surfaces 
de  la  série.  De  plus,  en  raisonnant  comme  au  n°  784,  on  verra  que, 
si  l'élimination  de  C  se  fait  sans  introduction  de  facteurs  étrangers, 
l'équation  différentielle  obtenue  équivaudra  à  l'équation  primi- 
tive (5)  et  représentera  la  même  série  de  surfaces. 

L'équation  (6)  étant  linéaire  par  rapport  à  dx,  dj,  dz,  si  l'on 
substitue  dans  les  coefficients  de  ces  différentielles  la  valeur  de  C 
tirée  de  l'équation  (5)  (que  cette  valeur  soit  ou  non  exprimable 
explicitement  par  les  signes  des  fonctions  élémentaires),  cette 
équation  conservera  sa  forme  linéaire  et  aura  pour  type  général 

(  7  )  P  dx  -h  qdy  +  ^vdz  =  o, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  explicites  ou  implicites  de  x,y,  z.  Si 
ces  fonctions  avaient  plusieurs  déterminations,  il  en  résulterait 
plusieurs  formes  pour  l'équation  (y),  et  l'on  pourrait,  par  la  mul- 
tiplication, réunir  ces  diverses  formes  en  une  équation  unique, 
laquelle  serait  alors  de  degré  supérieur  par  rapport  à  dx,  dy,  dz, 
mais  dont  le  premier  membre  jouirait  de  la  propriété  d'être 
décomposable  en  facteurs  linéaires  par  rapport  à  ces  différentielles. 
Si  l'on  pose,  pour  plus  de  simplicité, 

P  Q 

l'équation  différentielle  prendra  la  forme 

(  I  ]  dz  =  p  dx  -r  q  dj  ', 

sous  laquelle  nous  allons  l'étudier. 

"1005.  Nous  avons  vu  que,  si  p  et  q  étaient  des  fonctions  de  x 
et  dey  seulement,  ces   fonctions  devaient  nécessairement  satis- 

9- 
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faire  à  la  condition  (2)  pour  que  l'équation  (i)  pût  être  intégrée 
par  une  relation  unique  entre  x,y,  z  et  une  constante  arbitraire. 
Voyons  quelle  est  la  condition  analogue  qui  doit  avoir  lieu  lorsque 
p  cl  q  sont  des  fonctions  de  x,  j,  z,  et,  pour  plus  de  clarté, 
employons  dans  cette  recherche  le  langage  géométrique. 

En  un  point  quelconque  P  {x,  j)  du  plan  des  xy,  élevons  une 
ordonnée  arbitraire  PM  =  z  (/f^'.  86).  Si  l'on  suppose  d'abord  j- 
constant,  l'équation  différentielle,  qui  se  réduira  à  l'équation  à 
deux  variables 

dz  z=  pdar^ 
déterminera   une  courbe  MM,  passant  au  point  arbitraire  M,  et, 

Fig.  86. 


£±d3r\y^dy 


si  l'équation  (i)  représente  réellement  une  surface,  cette  courbe 

sera  la  section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  zx, 

et  j"  jouera  dans  l'équation  de  cette  courbe  le  rôle  de  paramètre 

variable.  Si  l'on  donne  àj  toutes  les  valeurs  possibles,  on  obtiendra 

une  série  de  courbes  telles  que  MM,,  qui  engendreront  la  surface. 

Ainsi,  si  l'on  change  j)'^  eny  -{-dj,  la  courlie  MM,  se  changera  en 

M2M',  et  le  point  M',   oîi  elle  rencontrera  l'ordonnée    élevée  au 

point  V [x -\- dx ,  j -{- dj) ,  sera  le  point  de  la  surface  situé   sur 

cette  ordonnée. 

Si  l'on  suppose  maintenant  a:  constant,  et  que  l'on  fasse  varierj', 

l'équation 

dz=:  qdf 

déterminera  de  même  une  courbe  MMo.  En  faisant  varier  le  para- 
mètre X  dans  l'équation    de  cette  courbe,  elle   se  déplacera  en 
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engendrant  la  surface,  et  elle  devra  encoi^e  rencontrer  l'ordon- 
née P'M"  en  un  point  M'',  qui  sera  le  point  de  la  surface  situé 
sur  cette  ordonnée. 

Pour  que  l'équation  (i)  puisse  convenir  à  une  surface,  il  faut 
que  celle-ci  soit  susceptible  de  cette  double  génération  et  que  le 
point  M''  coïncide  avec  M',  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  quadri- 
latère curviligne  MM^M'Mo  se  ferme.  Il  faut  donc  que  l'on  ait 
M,/72, -f-M"m',  =  MoWo  H- M'7«'^,  quels  que  soient  les  accrois- 
sements dx,dj  des  coordonnées  x,  j ,  c'est-à-dire  que  l'on  ait, 
en  employant  la  notation  des  différentielles  partielles, 

d^z  +  dy[z  -f-  d^z]  =  dyz  -T-  d^ {z  -h  d^.z), 
ou  enfin 

(8)  r/,.  (./,.)=<,  (4,3), 

équation  qui  doit  avoir  lieu  rigoureusement,  et  qui  exprime  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  différentielle 
puisse  être  vérifiée  par  l'ordonnée  d'une  surface. 

Supposons  maintenant  les  accroissements  dx,  dy  infiniment 
petits.  Alors,  en  désignant  par  e,  une  quantité  infiniment  petite 
en  même  temps  que  dx^  et  par  £2  i^ine  quantité  infiniment  petite 
en  môme  temps  que  dy,  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  différen- 
tielle, 

d_^z  =  [j)  +  îi  )  dx,     dyZ  =  (74-2,)  dy. 

On  a  donc 

dy     [    d_^    z    )        =       {     dyP       -\-       dy    îj     )      C/,  ^  . 

Or,  si  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  la  notation 

'h. 

la  dérivée  partielle  par  rapport  à  y  d'une  fonction  de  x,y,  z,  prise 
en  faisant  varier  j)^  en  tant  qu'il  y  entre  soit  explicitement,  soit 
implicitement  par]  z,  on  a,  e',  étant  infiniment  petit  en  même 
temps  que  l'accroissement  dj  , 


'^^"=m-']"^- 


De  plus  [296],  dySi    est  infiniment  petit  de   même  ordre  que  le 
produit  dxdy.  Donc,  en  désignant  par  e' une  quantité  infiniment 
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petite  en  même  temps  que  dx  et  dy,  on  aura 


d,[d,z)=. 


^)-='] 


.     ,    -    .  (Irclr 
O) 


On  trouvera  de  même  la  formule  analogue 

Donc  la  condition  (8)  devient,  en  divisant  par  dxdj  , 

et,  comme  (  -r-  )  ^t  (  -y^  )  sont  des  constantes  relativement  à  dx  et 
à  dj',  il  en  résulte  [166]  que  l'on  a  rigoureusement 


m  -  m 


ou,  en  développant,  et  remplaçant,  en  vertu  de  Téquation  (i),  — ^ 

dz 
Paï'  P  et  ^.  par  r/, 

,      ,  dp  dp         dq  Ôq 

Cette  égalité  doit  avoir  lieu  pour  tout  système  de  coordonnées  A% 
}',  z  satisfaisant  à  l'équation  de  la  surface  déterminée  par  l'équation 
différentielle.  Or,  d'après  la  manière  dont  nous  avons  construit 
cette  surface  au  moyen  de  ses  génératrices,  l'ordonnée  initiale  PM 
a  pu  être  choisie  arbitrairement,  ce  qui  revient  à  dire  que  l'équa- 
tion de  la  surface  doit  renfermer  une  constante  ai'bitraire.  Mais 
l'équation  (lo)  ne  pourrait  pas  subsister  si  la  valeur  de  z  corres- 
pondante aux  valeurs  quelconques  x,j  était  arbitraire.  Il  faut  donc 
([ue  cette  égalité  soit  identiquement  vérifiée  par  les  valeurs  des 
fonctions  p  et  (/,  quels  que  soient  x,  j,  z.  Cette  identité  est  donc 
nécessaire;  nous  verrons  plus  loin  qu'elle  est  aussi  suffisante. 

Si  l'on  suppose  l'équation  donnée  sous  la  forme  (7),  et  que  l'on 

remplace /;,  y  par 5 ?  la  condition  (10)  prendra  la  forme 
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plus  symétrique 

i006.  Si  la  condition  (lo)  n'est  pas  identiquement  vérifiée, 
l'équation  différentielle  (i)  ne  pourra  être  intégrée  par  une  relation 
unique  entre  x,j'-,  z,  renfermant  une  constante  arbitraire. 

Il  peut  se  faire,  dans  certains  cas,  que  l'équation  (lo),  n'étant 
pas  identique,  donne,  par  la  différentiation,  une  valeur  de  dz  en 
.r,  y,  z,  dx,  dj^  qui  satisfasse  à  l'équation  (i),  c'est-à-dire  qui 
devienne  égale  à  pdx  +  ^1  dj,  lorsqu'on  remplace  partout  ;:  par  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (  i  o) .  Dans  ce  cas,  l'équation  différentielle, 
quoique  n'admettant  pas  d'intégrale  générale ,  c'est-à-dire  ne 
représentant  pas  une  série  de  surfaces,  admet  cependant  une  inté- 
grale particulière  sans  constante  arbitraire,  c'est-à-dire  qu'elle 
représente  une  surface  unique  et  déterminée.  Nous  verrons  plus 
loin  un  exemple  de  ce  cas. 

Si  la  différentielle  de  l'équation  (lo)  ne  s'accorde  pas  avec  l'équa- 
tion (i),  quels  que  soient  dx,  dj,  alors  l'équation  (i)  ne  peut  être 
vérifiée  par  aucune  relation  unique  entre  x,  y,  z,  et  elle  ne  peut 
convenir  à  aucune  surface.  On  pourrait  alors  établir  entre  x,  y,  z 
une  relation  arbitraire  quelconque,  au  moyen  de  laquelle  on  expri- 
merait z,  par  exemple,  en  fonction  de  x  et  dey,  et  dz  en  fonction 
de  X,  y,  dx,  dy.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i), 
celle-ci  deviendrait  une  équation  différentielle  ordinaire  entre  deux 
variables.  En  l'intégrant,  on  aurait  une  relation  entre  x,y  et  une 
constante  arbitraire,  relation  qui  représenterait  une  série  de  courbes 
tracées  sur  la  surface  choisie  arbitrairement.  Nous  verrons  plus 
loin  comm.ent  on  peut  arriver  simplement  à  cette  solution. 

1007.  On  voit  aisément  que,  si  la  condition  (9)  ou  (10)  est  vé- 
rifiée identiquement,  on  peut  alors  tirer  de  l'équation  différen- 
tielle (i)  le  développement  de  "  par  le  théorème  de  ïaylor. 

D'abord,  sous  cette  condition  (c)),  on  peut  tirer  de  l'équation  (i) 
les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  de  z, 
exprimées  au  moyen  de  x,  y,  z.  On  a  déjà 

dz  dz 
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I. 

(àp\ 

ôr- 

fdq 

i36 

Ensuite  il  vient 


où  l'on  remplacera  -^i  -^  par  p  et  q  ;  puis,  en  vertu  de  la  condi- 
tion (9), 

dxôy        \dj)        \ô.v)' 

En  passant  aux  dérivées  du  troisième  ordre,  on  aura,  par  exemple, 

,    dz  .     t    dz  ,  ,  •  1       • 

soit  en  partant  de  -—  =p,  soit  de  -^-  =  q,  les  valeurs,  identiques 

d'après  la  condition  (9), 

(T-p  \        I  ^\dyj   1        (  "  \ôxj    \  _  (,r-q 


dx^dy       \dxôf)        \     ô-v     /        \     d.i:    /         \d.r' 
et  de  même,  en  général. 


dx'"  dj" 


f^n+n- 


Ôx"'0)" 


de  sorte  que  les  valeurs  tirées  de  p  sont  identiques  aux  valeurs 
tirées  de  q. 

Cela  fait,  soit  Zo  la  valeur  arbitraire  de  z  correspondante  au 
point  initial  {xo,jo)  du  plan  des  xj.  En  mettant  pour  x,j,  z  les 
valeurs  Xo,Jo,  ^0  dans  les  expressions  de  toutes  les  dérivées  par- 
tielles de  z,  on  obtiendra  les  valeurs  de  tous  les  coefficients  du 
développement  de  ::  suivant  les  puissances  de  Jc  —  Xq  et  dey — jo, 
et  ce  développement  contiendra  la  seule  constante  arbitraire  'q. 
On  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce  déve- 
loppement soit  possible,  c'est  que  la  condition  (())  ait  lieu. 

1008.  La  surface  variable  F{x,j,z,C)=o,  dont  l'équation 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i),  peut  avoir  une  enveloppe, 
dont  l'équation  s'obtiendrait,  comme  celle  de  l'enveloppe  d'une 
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courbe  plane,   par  J 'élimination  de  C  entre  les  équations  F  =  o 
dF 

On  démontrerait,  comme  pour  le  cas  des  courbes  planes,  que 
l'équation  de  l'enveloppe  satisfait  aussi  à  l'équation  différentielle 
des  enveloppées,  dont  elle  est  une  solutioji  singulière. 

1009.   Une  équation  aux  différentielles  totales,  * 

(  7  )  P dx  +  Q  dr  -\-'S.dz=o, 

lorsqu'elle  est  intégrablc,  admet  un  niultiplicateur  u,  c'est-à-dire 
un  facteur  tel  que,  en  multipliant  par  lui  le  premier  membre  de  l'é- 
quation, le  produit  devient  une  différentielle  exacte. 

En  effet,  si  l'équation  (^)  admet  une  intégrale  renfermant  une 
constante  arbitraire  C,  cette  intégrale,  résolue  par  rapport  à  C, 
prendra  laformey(a:,j)'^,  z)  =  C,  d'où  Ton  tire,  en  différenliant, 

,      ,  df  ^  df  ^    ^df 

Puisque  la  valeur  de  z  tirée  de/  =  G  satisfait  à  l'équation  (7),  il 
faut  que  les  coefficients  de  dx,  dj,  dz  soient  proportionnels  dans 
les  deux  équations  (7)  et  (12),  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

.)/      (V     ,)/ 

dx  _ôy  __ôz 

"p'^'q  ~  r' 

et  l'on  prouverait,  en  raisonnant  comme  au  n°  829,  que  ces  deux 
relations  doivent  être  des  identités.  En  désignant  donc  par  p  la 
valeur  commune  des  trois  rapports  précédents,  on  aura 

dx       '  dy       '  dz 

Donc  /7.(Pf?x-f-Qf?j-l-  R^:;)  =df[x,j',  z)  est  une  différentielle 
exacte  d'une  fonction  des  trois  variables  x,j,  z,  considérées  comme 
indépendantes. 

Les  conditions  d'intégrabilité  de  cette  différentielle  donnent 
[776]  les  relations  identiques 

()(f/Q)  _  d{u.R)       djuR)  _  dju.-?)       (J(,aP)  ^  d{if.q)_ 
~^dzr  ~      dy     '         dx      ~      dz     '         dy  dx 
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Développant  les  calculs  et  ajoutant  ces  trois  égalités,  respective- 
ment multipliées  par  P,  Q,  R,  on  obtient  la  condition  (  1 1),  laquelle 
doit  être,  par  suite,  identiquement  vérifiée  toutes  les  fois  que 
l'équation  (7)  est  intégrable  par  une  équation  renfermant  une 
constante  arbitraire. 

1010.    Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver  Finlégralc 
d'une  équation  donnée 

(l)  clz=pdx  -\-  qcly, 

lorsque  cette  intégrale  existe.  Cette  équation  équivaut  aux  deux 
équations 

(13)  cl^zz^:  pdx, 

(14)  d^z  =  qdy. 

Si  elle  admet  une  solution,  celle-ci  doit  être  comprise  dans  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (i 3),  considérée  comme  ayant  lieu  entre 
les  deux  seules  variables  a:  et  z.  L'intégrale  générale  de  (i3)  peut 
être  mise  sous  la  forme 

(i5)  z=/(.r,j,Y), 

Y  étant  une  quantité  arbitraire,  indépendante  de  x^  et  pouvant 
être  considérée  comme  une  fonction  arbitraire  de  j.  Il  reste  avoir 
si,  par  une  détermination  convenable  de  cette  quantité  Y,  on  peut 
laire  en  sorte  que  la  valeur  de  z  donnée  par  l'équation  (  1 5  )  satisfasse 
«lussi  à  l'équation  (i4)-  Pour  cela  il  faut  que,  en  tirant  de  (i5) 
les  valeurs  de  z  et  de  dyZ,  et  les  portant  dans  l'équation  (i4)> 
celle-ci  puisse  être  identiquement  vérifiée  par  une  détermination 
convenable  de  Y  en  fonction  de  y  seul.  L'équation  (i4)  devient, 
par  cette  su])stitution, 
,  ,.,  ùf        df  dY 

^•')  ^  +  ^7(7^^^' 

z  étant  remplacé  dans  le  second  membre  pary(x,  j.  Y).  Pour  que 
cette  équation  puisse  être  vérifiée  par  une  valeur  de  Y  en  j  seul, 
il  faut  que  ses  coefficients  soient  indépendants  de  x^  et  par  suite 
que  X  en  disparaisse  en  même  temps  que  z,  ou  que  x  ne  figure 
plus  dans  l'équation  que  dans  un  facteur  que  l'on  puisse  supprimer, 
lléciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée,  la  relation  (16) 
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sera  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les  deux 
variables  y  et  Y,  et  l'on  pourra  en  tirer,  par  l'intégration,  une 
valeur  de  Y  en  fonction  de  j-  et  d'une  constante  arbitraire  C. 

On  voit  donc  que,  en  substituant  pour  Y  cette  valeur  enj  et  C 
dans  l'expression  (i5)  de  z,  on  obtiendra  une  valeur  de  ^  qui 
satisfera  à  la  fois  aux  deux  équations  (i3)  et(i4),  et  par  suite  à 
l'équation  proposée  (i). 

1011.  A  oyons  maintenant  comment  on  pourra,  avant  d'efîectuer 
l'intégration  dcrécpation  (i3),  reconnaître  d'avance  si  :ï:  disparaîtra 
bien  lorsqu'on  éliminera  z  entre  (i4)  et  (i5).  Si  la  disparition  a 

lieu  dans  l'équation  f  i6),  la  quantité  ^ h  ^^  i ^f  étant  indé- 

pendante  de  x,  ou  ne  contenant  x  que  dans  un  facteur  commun, 
sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  sera  nulle,  soit  identiquement, 
soit  en  vertu  de  l'équation  (i6),  et  l'on  aura  identiquement 

,      ,  d-f  iV-f   r/Y        (dq' 


^   ^'  dxùj        ôxùY  cl  y        \d 

lorsqu'on  remplacera  z  Y>d^rf[x,y,  Y),  et  Y  par  sa  valeur  en  j'-  et  C. 
Mais,  (i5)  étant  l'intégrale  de  (i3),  on  aura  identiquement,  en 
remplaçant  z  ^^v  f[x, y,  Y), 

et,  comme  il  doit  en  être  de  même  quel  que  soit  j',  les  dérivées 
partielles  des  deux  membres  par  rapport  à  r  seront  égales,  d'où 
l'on  tirera 

,  „.  d-f         (T-f  dX       {dp 


^      '  dxdy        âxOY  dy        \dy 

ce  qui  aura  lieu,  ^onr  z  =f[x,y,Y),  quel  que  soit  Y  indépen- 
dant de  X,  et  en  particulier  pour  la  valeur  de  Y  déterminée  en  y 
et  C.  Or,  pour  cette  valeur  de  Y,  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (17)  et  (18)  sont  égaux;  donc  il  en  est  de  même  des  seconds, 
et  l'on  a,  par  conséquent,  la  condition 

dp  \         I Ùq" 


(^9)  \dyj^\d. 

qui,  étant  développée,  n'est  autre  que  la  condition  (10). 
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Mais,  Y  contenant  une  constante  arbitraire  au  moyen  de  laquelle 
on  peut,  pour  des  valeurs  données  quelconques  de  x  et  de  y,  faire 
prendre  à  z  =f[x,y-,Y)  une  valeur  arbitraire,  l'égalité  (19) 
devra  avoir  lieu  pour  un  syslèmc  quelconque  de  valeurs  deo.',  7  ,z; 
donc  cette  égalité  devra  avoir  lieu  identiquement,  sans  que  l'on 
ait  besoin  de  remplacer  z  par  sa  valeur  (i5).  Ainsi,  l'identité  (10) 
est  une  conséquence  nécessaire  de  l'intégrabilité  de  l'équation  (i). 

Réciproquement,  si  l'identité  (10)  a  lieu  quels  que  soient x,j^,z, 
elle  subsistera  encore  lorsqu'on  prendra  pour  z  la  valeur  (i5), 
intégrale  de  l'équation  (i3).  Cette  valeur  de  ^  donne  identiquement, 
quel  que  soit  Y  indépendant  de  x, 

ÔJc  '      O-Jcdj        ôxdY  dy        \ày , 

Donc  on  aura  aussi,  pour  la  même  valeur  de  z^  l'équation  (ly), 

,                 .   ,df        df  dX  .    ,, 

qui  exprmie   que  la   quantité -r^ — 1 — -r^ a  est  indépendante 

II  1  1  oj        ÔY  dy        '  ^ 

de  X.  On  peut  donc  rendre  cette  quantité  nulle  par  une  détermi- 
nation convenable  de  Y  en  fonction  de  j  et  d'une  constante 
arbitraire,  et,  pour  cette  valeur  de  \ ,  la  valeur  (i  j)  de  z  satisfera  à 
l'équation  (i4)-  Gomme  elle  satisfaisait  déjà  à  l'équation  (i3),  il 
s'ensuit  qu'elle  sera  une  intégrale  de  l'équation  (i).  Donc  la 
condition  (10)  est  suffisante  pour  l'intégrabilité  de  l'équation  (i). 

1012.  Voici,  d'après  ce  qui  précède,  comment  on  devra  procéder 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  d'une  équation  donnée 

(  7 )  Vdx  4-  Qdy  -+-Rdz=\i. 

Gomme  on  peut  toujours  prendre  à  volonté,  parmi  les  trois  variables 
x,y,z,  celle  que  l'on  considérera  comme  une  fonction  inconnue 
des  deux  autres,  supposées  indépendantes,  égalons  d'abord  à  zéro 
celle  des  trois  différentielles  pour  laquelle  l'équation  restante 
fournira  le  calcul  le  plus  simple,  dy  par  exem])le.  Intégrons  alors 
l'équation  à  deux  variables 

Pd.v  +  B.dzz=o, 


dans  laquelle  on  regarde  j^  comme  une  constante.  On  obtient  ainsi 

Y{x,y,z,Y)  =  o, 


une  inlégrale  de  la  forme 
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Y  étant  une  fonction  inconnue  de  j.  DifFérentions  maintenant 
cette  équation  partiellement  pai-  rapporta  j'-,  et,  entre  la  différen- 
tielle 

d^.Y{.T,y,z,Y)  =  o, 

l'équation  (i8)  et  réquation  différentielle 

Qdj  -+-R(Iz=  o, 

éliminons   z  et  -r^*  Si  la  condition  d'intégrabilité  est  remplie,  le 

résultat  de  cette  élimination  devra  être  une  relation  entre  les  seules 

quantités^ %  Y,  —-5  d'où  x  aura  disparu.  En  intégrant  cette  nouvelle 

équation  différentielle,  on  aura  une  valeur  de  Y  en  fonction  dej 
et  d'une  constante  arbitraire,  et  cette  valeur,  substituée  dans  (18), 
donnera  l'intégrale  générale  de  l'équation  (y). 

Exemples.  —  I.    Soit  l'équation 

(  I  +  j?  4-  j  +  3  )  (/.?:  H-  dy  +  dz  =  G. 

En  supposant  d'abord  dx  =z  o,  x  constant,   on  aura  à   intégrer 

l'équation 

df  -+-  dz  =  o,     d'oii    j  -\-  z  =  %. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  sl  x,  j-  étant  constant, 
il  vient  dz  =  t/X.  Substituant  cette  valeur  et  celle  dey  -+-  z  dans 
l'équation  proposée,  où  l'on  aura  fait  dj  =  o,  il  vient 

[i-+-jc  +  X]dx  +  dX  =  o,     d'où  [821]     X  =  — ^H-Ce-^\ 
L'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  est  donc 

II.   Soit  l'équation 

j  d.K  —  xdj-  —  ^ —  dz^  o. 

z 

En  supposant  z  constant,  on  ajdx  —  xdj  =  o,  d'où 

j  =  Zx,     d.j  =  xdZ; 
substituant  ces  valeurs  de  j  et  de  dj  dans  l'équation  proposée,  où 
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Ton  aura  fuil  da:  =  o,  elle  devient 

.77- Z^  I  z 

o  =  —  .v-(lZ (h,      d'où      -  =  l'igT;  5  ' 

z  Z  Li 

et  enfin 

Remarquons  que  l'équation  proposée  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(h        rdx  —  .rdy 
—  = :, ^5 

2  r 

où  les  variables  sont  séparées  [1003]. 

III.   Soit  l'équation 

(j)--!-  z]ydx  -f-  (jc  +  z)zdj  +  [y  —  x)/c?;  =  o, 

et  supposons  dy  =  o,  j  constant.  L'équation 

H =  o     donne     r  +  -3  =  (j  —  .i')  Y, 


jr  —  X        y 
d'où,  en  différentiant  par  rapport  h  y, 

dy  +  dz  =  [y  -  x-]dY  -\~  Y  dy  =  (^-  +  3)  i^  4 

et,  à  cause  de  o.-  +  -  =  (x  —  }  )  (1  — 1  ),  l'équation 


[x  +  z)  zdy  +  [y  —  X ] ydz  =  o 
devient,  en  réduisant  et  divisant  par  (o: — j')-, 
dy  dY 


=  o,     d'où     Y 


y        Y(Y  — ij  '  y-C 

et  par  suite 

y{x  +  z)=C[y  +  z]. 

IV.    Soit  encore  l'équation 

(.r2  —  j2  +  z'-)dx  —  z-dy  +    =  +  [x  -hy)^     [y  —  x)dz  =  o. 

En  faisant  dz  ■-=  o,  il  vient 

[x-  — y^  +  s^)  dx  —  z-dy  =z  o, 
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équation  qui  est  évidemment  vérifiée  parj'  =  x.  On  est  porté  à 
croire,  d'après  cela,  qu'elle  se  simplifiera  si  l'on  pose 


ce  qui  donne,  en  effet, 


j-  =  x  -h  «, 


du 

2^ 1-  2.1(,V 

dx 


«-, 


équation  de  Bernoulli  [824],  dont  l'intégrale  est,  en  se  rappelani 
que  z  joue  ici  le  rôle  d'une  constante, 

ou,  en  posant  généralement  fe~^'dt  =  f(^). 


Différentions  maintenant  cette  équation  partiellement  par  rapport 
à  z,  en  supposant  x  constant,  et  7  et  par  suite  u  fonctions  de  z. 
On  trouve 

d'-  =  Ld^-u^Aul'^-^z]. 

u  u        z-  L  ^      V  ^  /  J 

On  a  d'ailleurs  j}=:  X -h  «,  d'où  dj' =  du,  ce  qui,  avec  dx  =^  o, 
réduit  l'équation  proposée  à 

^                   :.--f-  -?..>■-  -1-  icv 
—  Z'dii  -+-  ■ •  udz  =  o. 

z 

Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  du  tirée  de  la  précé- 
dente et  divisant  par  u-,  on  trouve 

ou,  en  développant  et  réduisant, 

Zdz  -\-  zdZ  =  Of     d'où     Zz  =  C., 
par  suite, 


(^)H 
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V.   Si,  dans  l'équation 

P,  Q,  R  sonl  des  fonctions  homogènes  de  même  degré  m  en  x,j-,  z, 
en  posant  alors 

a:  =  sz,     y  =  tz,     V  =  Sz"\      Q  =  TC",      R  =  Us"', 

S,  T,  U  clanL  des  fonctions  de  .v  et   de    t,  l'équation  prendra  la 

forme 

dz         Sdx-hTdt 

1 =  o, 

2         SA-  +  T/  +  U 

où  les  variables  sont  séparées  [1003].  On  peut  appliquer  celle  mé- 
thode aux  trois  exemples  précédents. 

1013.  Si  la  condition  d'intégrabilité  n'est  pas  vérifiée,  alors,  en 
éliminant  [1010]  la  variable  centre  les  équations  (i5)  el  (i6),  la 
variable  x  ne  disparaîtra  pas  en  même  temps  que  z,  et  l'on  ne 
pourra  plus  obtenir  l'intégrale  de  l'équalion  (i)  sous  forme  d'une 
relation  unique  entre  x,j,zel  une  constante  arbitraire.  Il  faut 
alors  [1006]  établir  entre  x,  j,  z  une  relation  arbitraire,  pour 
ramener  l'équation  (i)  au  cas  d'une  seule  variable  indépendante. 

On  peut  prendre  pour  cette  relation  l'équation 

(i5)  ^=:./(.r,r,Y]. 

On  aura  alors,  en  différcntiant, 

df  ,         àf  ,         df   ,,, 
dz  =  pdx  +  qdj  =-^'^^-^-^.'^y-^  -^  '^^' 

On  a  d'ailleurs  identiquement,  d'après  ce  que  nous  avons  vu, 

;         ^f  I 
pdx  =z  — —  dx, 

Ôx 
Retranchant  celte  égalité  de  la  précédente,  il  vient 
.         df  ,   _^  df  ,., 

Or  la  condition  pour  que  l'équation  différentielle  (i)  soit  véri- 
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fiée,  c'est  que  l'on  ait  dz  =1:  ■)dx-'r  '/àj-,  condition  à  laquelle  on 
satisfera,  si  l'on  pose 

_  (1/        df  clY 
'^~  dj'^  ÔY  ~dj-  ' 

c'est-à-dire  si  l'on  prend  pour   seconde    équation   entre  x,  y,    z 

l'équation  (16),  qui  nous  avait  servi,  dans  le  cas  d'intégrabilité,  à 

déterminer  la  fonction  Y, 

Lors  donc  que  la  condition  d'intégrabilité  ne  sera  pas  vérifiée, 

on    commencera   encore    le    calcul   comme  nous  l'avons   indiqué 

au   n°   1012.    Après   avoir   trouvé   l'intégrale    (18)    de    l'équation 

Vdx  -f-  I\<f:î  =  0,  on  différentiera  partiellement  cette  intégrale  par 

1  •  ^  àz  q   ^ 

rapport  a -)',  en  laissant  x  constant  et  remplaçant  — -  par  - —     •  On 

aura  alors  les  deux  relations 

contenant  la  fonction  arbitraire^  de  la  variable  j',  et  représentant 
une  infinité  de  courbes  dont  les  équations  satisferont  chacune  à 
l'équation  difl^érentielle  (7). 

Par  ce  moyen,  l'intégration  de  l'équation  V dx  -t-  R<^^  =3  o  peut 
se  faire  avant  que  l'on  ait  choisi  la  fonction  arbitraire  \ . 

iOii.  Si,  au  lieu  d'une  fonction  arbitraire  d'une  seule  variable j', 
on  voulait  introduire  dans  les  équations  intégrales  une  fonction 
arbitraire  d'une  fonction  donnée  u  des  trois  variables  x,  -)  ,  s,  on 
exprimerait  une  de  celles-ci,  x  par  exemple,  en  fonction  des  deux 
autres  et  de  h,  et,  si  Ton  a  dx  =  Idu  -\-  mdj  -\~  ndz,  l'équation  (1) 

deviendra 

Ipdu  +  { mp  -i-  q)  dj-  -\-  [  /?/»  —  i  )  dz  =:  o. 

Si  maintenant /(h, j',  3,  U)  =  o  est  l'intégrale  de  Téquation 
( mj)  -f-  Y ]  dj  -f-  ' nj)  —  \)dyZ=o, 

on  n'aura  qu'à  joindre  à  cette  intégrale  sa  dérivée  partielle  par 
rapport  à  u, 

df  Ip       df       àfdU_ 

du         I  —  rip  dz         du  du 
H.  -  Cours  de  Cale,  iiifiuh.,  III.  «O 
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|)our   avoir   un  système    d'intégrales    dépendant   d'une    fonction 
arbitraire  d'une  fonction  donnée  des  trois  variables. 

lOlo.  On  peut  encore  seproposer  de  déterminer  la  fonction 
arbitraire  Y  des  équations  (rp)  de  manière  que  les  lignes  repré- 
sentées par  ces  équations  se  trouvent  sur  une  surface  donnée 

(20)  ?(-^5  J,   z]  =  0. 

On  éliminera  alors  x  et  z  entre  les   équations  (19)  et  (20),  et  il 

restera  une  équation  entre  y,  \  ei  -—  -,  a  ou  1  on  tirera  par  mlegra- 

dj 

tion  la  valeur  de  la  fonction  Y. 

On  aurait  pu,  dans  ce  cas,  plus  simplement,  éliminer  d'abord  z 

et  dz  de  l'équation  (y),  au  moyen  de  l'équation  (20)  et  de  sa  diffé- 

•  II  -,  •      iw         •         ,1  <!y 

rentielle,  et  intégrer  ensuite  J  équation  résultante  entre  jr",j^  et  -^  • 

4016.  Exemple .  —  On  propose  de  déterminer  une  surface 
conique  dont  le  sommet  soit  en  un  point  donné  [a,  h,  c),  et  qui  soit 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  z. 

En  écrivant  que  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  de  la 
surface  passe  au  point  [n,  h,  c)  et  que  la  normale  rencontre  tou- 
jours l'axe  des  z,  on  a  les  deux  équations 

,  ,  ôz  dz  Oz 

0]—-  =z  —  c,      y .r  -  -  =  o, 

ôj-  Ox  Or 


(- 

—  a 

.ôz 

(r 

— 

tV 

où 

r 

on 

tire 

I  dz  _ 
X  dr 

I 

dz 

équations  dont  l'ensemble  équivaut  à  l'équation  aux  différentielles 
totales 

.  dz  /rd.T-\-ydy 

^  '  z  —  c      x[x  —  fi]  -^ y[y  —  b) 

La  condition  d'intégrabilité,  qui  se  réduit  à 

bx  =  ay, 

ne  peut  être  vérifiée  identiquement  que   si  l'on  a  n^:^h=-o  ou 
si  le  sommet  donné  est  sur  l'axe  des  c,  et  il  était  aisé  de  le  prévoir 
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a  p/iori,  autant  du  moins  qu'il  s'agit  de  trouver  une  surface  dont 
l'équation  doit  renfermer  une  constante  arbitraire. 

Cependant  l'équation  est  vérifiée  en  égalant  à  zéro  le  facteur 
z  —  c;  car,  en  posant,  pour  abréger, 

(;  =  .r(.r  —  a) -h  j  [y  —  b], 
si  l'on  écrit  l'équation  (i)  sous  la  forme 

clz  ■=z —  dx  -f- —  dy. 


la  condition  d'intégrabilité  devient 

[z  —  c]x  d\'        ,T  dz  [z  —  c]  Y  di'        Y  dz 


('-        ôf    '    t'  dr  v'^        dx        V  dx 

uz     oz  .  ,  ,         ,  ,, , 

ou,   en  mettant  pour  — •>  ^—  leurs  valeurs  données  par  i  équation 

^  Oj     dx  ^  ^ 

différentielle, 

[z  —  c)  [hx  —  aj]  =  o. 

La  condition  z  —  c --=  o  n'est  pas  vérifiée  identiquement ,  mais 
elle  s'accorde  avec  l'équation  différentielle.  On  a  donc  une  solution 
unique  de  la  question  dans  le  sens  de  l'énoncé  [  1006],  le  plan  z  =  c 
étant  le  seul  cône  de  sommet  (a,  b,  c)  qui  puisse  être  regardé 
comme  étant  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z. 

Pour  avoir  maintenant  une  série  de  courbes  satisfaisant  à  l'équa- 
tion (i),  intégrons  d'abord  l'équation 

xdx  H-  y^dy 

=  o, 


x[x  —  a)  4-j(jr  —  b 
ce  qui  donne 

(2)  x- -t-.}2  =  y(z), 

^[z)  étant  une  fonction  arbitraire  de^.  On  y  joindra  [1013]  l'équa- 
tion 

dx  dY  , ,    , 

,    ,,                  1             dx                 V           dy                   c  ,. 

ou  1  on  remplacera  -;-  par —1  -7-  par  ; —  »  et  1  on  aura 

^  dz  ^       {z—c]x    dz   ^       {z  —  c]y 
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l'équation 

(3)  x{x-n)-^y{j-~b)='-[z~c]f'[z), 

qui,  jointe  à  l'équation  (2),  représentera  la  série  de  courbes  cher- 
chée. Ce  sont  les  lignes  de  contact  d'une  surface  de  révolution  (2) 
autour  de  l'axe  des  z  avec  un  cône  circonscrit  à  cette  surface  el 
ayant  pour  sommet  le  point  («,  ù,  c). 
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CHAPITRE   II. 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


FORMATION    DES    ÉQLATIOAS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES 
PAR  l'élimination  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES. 

1018.  SoiUf  :i^f(^x,  y,  z)  une  fonction  donnée  des  variables  x, 
y,  z.  et  supposons  qu'on  établisse  entre  ces  trois  variables  une 
relation  de  la  forme 

(i)  F[.r,  j,  z,'f[u]]  =  o, 

F  désignant  une  fonction  dowiée,  cj.  une  fonction  arbitraire.  L'équa- 
tion (i)  pourra  encore  se  mettre  sous  la  forme 

V  étant,  comme  u,  une  fonction  donnée  de  x,  j,  z,  ou  encore  sous 
la  forme 

(3)  1.(«,  .)  =  o, 

4>  étant  encore  un  sione  de  fonction  arbitraire.  Sous  ces  diverses 
formes,  on  peut  dire  que  l'équation  (i),  (2)  ou  (3)  établit  une 
relation  arbitraire  entre  deux  fonctions  données  de  x,y,  z. 

Cette  équation  (i),  (2)  ou  (3)  représente  une  infinité  de  surfaces, 
composant  une  même  famille,  laquelle  est  caractérisée  par  la 
nature  des  fonctions  données  u  et  F  ou  v,  et  les  diverses  surfaces 
de  cette  famille  diffèrent  entre  elles  par  la  nature  de  la  fonction 
arbitraire  cj)  ou  O. 
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J019.  On  peuL  maintenant,  au  moyen  de  la  difl'ércntialion,  éli- 
miner la  fonction  arbitraire  ç  ou  ^,  et  tirer  de  la  relation  donnée 
entre  x,j,  z,  qui  renferme  une  fonction  arbitraire,  une  relation 
sans  fonction  arbitraire,  exprimant  une  propriété  commune  à 
toutes  les  surfaces  qui  appartiennent  à  la  famille  considérée. 

Désignons,  pour  abréger,  par /7,  (j  les  dérivées  partielles  -r- > 
y"  •  et  convenons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  [lOOo],  de  repré- 
senter par  (  y- 1 5  par  exemple,   la  dérivée   partielle  par    rapport 

à  X  d'une  fonction  u  de  x,  j,  z,  prise  en  y  faisant  variera;,  non- 
seulement  en  tant  que  cette  variable  entre  explicitement,  mais 
encore  en  tant  qu'elle  entre  implicitement  par  le  moyen  de  z. 

En  diiférentiant  l'équation  (3)  par  rapport  kx,  puis  j)ar  rapport 
à  7  ,  il  viendra 

<M'  (àu\  ^    d^  f  de 

du  \  ùx  I    '     àv  \  ô.i 


o, 


d*  Idu 
du  \df) 


d^  f  (h 


o, 


d'où  l'on  tire,  en  éliminant  le  rapport  ^  •  -^-5  l'équation 


(4: 


ou,  en  développant, 


o, 


(5; 


du 

dv 

du 

dv 

du 

dv 

dx 

dx 

dz 

dz 

dx 

dx 

du 

d.' 

-\-p 

du 

ds> 

~^r, 

du 

dv 

dy 

dj 

ày 

'ày 

dz 

dz 

o, 


le  terme  multiplié  par  pq  s'évanouissant  identiquement.  On  a 
donc,  pour  toutes  les  surfaces  de  la  même  famille,  une  môme  rela- 
tion (5)  entre  les  variables  indépendantes  x,  y,  la  fonction  z  et 
ses  deux  dérivées  partielles  p,ç.  Une  telle  relation  s'appelle  une 
(îquaLion  aux  dérivées  partielles.  De  plus,  cette  équation  est  du 
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jyrcmiev  ordre,  parce  qu'il  n'y  enlx'e  que  des  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  elle  est  linéaire,  parce  que  ces  dérivées  par- 
tielles n'y  entrent  qu'au  premier  degré  et  sans  être  multipliées 
entre  elles. 

1020.  Réciproquement,  l'équation  (5),  que  nous  avons  déduite 
comme  conséquence  de  l'équation  (2)  ou  (3),  entraîne  elle-même 
cette  dernière  comme  conséquence.  En  effet,  l'équation  (5),  qui 
peut  toujours  se  ramener  à  la  forme  (4).  s'écrit  aussi  sous  la  forme 


m 

m 

m"-m"^ 

du 

=  w, 

[d.J 

m" 

~m-'-<î)"-'- 

W  étant  la  valeur  commune  des  rapports  précédents,  quelle  qu'elle 
soit.  Donc  l'équation  aux  dérivées  partielles  (5)  équivaut  à  l'éta- 
blissement entre  u  et  v  d'une  relation  de  la  forme 

clu^^Ndv, 

qui  devra  être  vérifiée  identiquement  si  l'on  donne  à  z  une 
valeur  qui  satisfasse  identiquement  à  l'équation  (5).  Or,  d'après 
ce  que  nous  avons  démontré  [778],  cette  relation  exige  que 
les  quantités  u  et  v  soient  fonctions  l'une  de  l'autre  lorsqu'on 
y  remplace  z  par  sa  valeur  en  oc,  j.  Donc  il  doit  exister  entre  u 
et  V  une  relation  arbitraire,  telle  que  (2)  ou  (3),  dont  rien  d'ailleurs 
ne  particularise  la  forme.  Par  conséquent,  toute  fonction  z 
des  variables  indépendantes  x,  j  qui  satisfait  identiquement  à 
l'équation  (5)  doit  être  déterminée  en  x  el  j  par  une  relation  de 
la  forme  (2)  ou  (3),  c'est-à-dire  par  une  relation  arbitraire  entre 
les  fonctions  déterminées  u,  u  de  x,j%  z. 

JNous  faisons  ici  abstraction  des  solutions  étranoères  ou  singu- 
lières  qui  pourraient  s'introduire  avec  des  facteurs  communs  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  (5).  Nous  laisserons  de  côté  ce 
genre  de  solutions,  qui  donnerait  lieu  à  des  recherches  analogues 
à  celles  que  nous  avons  faites  pour  les  équations  du  premier  ordre 
entre  deux  variables,  si  ce  n'est  qu'elles  seraient  plus  compliquées. 

On  pourrait  aussi  traiter  les  questions  des  deux  paragraphes 
précédents  par  la  considération  des  déterminants  fonctionnels, 
comme  nous  allons  le  voir  pour  un  cas  plus  étendu. 
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J021.   Soit,  en  général,  t  une  fonction  des  n  variables  indépen- 
dantes x,r,  ~,   .  .  .,  et  supposons  que 

//.     C,     d',       .   .    . 

soient  n  fonctions  données  des  //  -j-  i  variables 

t,  .r,   V,   z,    

Si  l'on  pose  entre  les  //  fonctions  u,  w,  tv,  .  .  .  une  relation  arbi- 
traire 


(6) 


$  lu,  C,  (\\    .  .  .  =  o, 


on  pourra  de  cette  relation  tirer  une  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  f ,  équation  qui  ne  con- 
tiendra plus  la  fonction  arbitraire  0. 

Posons,  en  effet,  pour  abréger  l'écriture, 


dt 


()t 


,         du  ,         du 

"t    =  ^    '        "j:  —   T"  ' 


En  différentiant  successivement  l'équation  (6)  par  rapport  à.r,j)  , 
-,...,  il  viendra 


à^  ,   , 


d*  ,  , 


o, 


L  éhmination  de  — ■>  — >  •••  entre  ces  équations  donne  la  relation 


P'\ 


Or,  le  déterminant 


a  A-  pv.       ^  -4-  p  3 
a'-\-  qv!      l^' -^  'Ip 
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peut  se  mettre  sous  la  forme 

I  a  p 

—  p  -',- p     a  '\-  pv.      h  - 


i5: 


7.5 


et,  en  ajoutant  à  la  deuxième,  à  la  troisième,  . . .  ligne  horizontale 
les  produits  de  la  première  ligne  horizontale  respectivement  par 
—  p,  — a.  . . . ,  le  déterminant  se  réduit  à 


D'après  cela,  le  déterminant  A  ci-dessus  deviendra 


:?)' 


Donc  l'équation  A  :^  o  devient,  en  développant, 


.r      .V 
u\     I'' 


i  I 


u  ^   i-      ...      4- 


;o, 


équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la 
fonction  t. 

1022.  On  peut  aiTi ver  plus  directement  à  l'équation  [y)  par  la 
propriété  fondamentale  des  déterminants  fonctionnels  [316]. 

Si  l'on  remet,  dans  l'équation  (6),  à  la  place  de  t  sa  valeur  enx, 
y,  z,  . . .,  tirée  de  cette  même  équation,  cette  équation  se  changera 
en  une  relation  identique  entre  les  fonctions  h,  ç',  ...,  exprimées 
en  a:,  j  ,  . . ..  Donc,  après  le  remplacement  de  t  par  sa  valeur,  ces 
fonctions  u,  r,  .  .  .  ne  sont  plus  indépendantes  entre  elles,  et,  par 
suite,  leur  déterminant  fonctionnel  est  identiquement  nul.  Donc, 
lorsqu'on  met  pour  t  sa  valeur  en.r,  r^  •••  tirée  de  (6),  l'équa- 
tion (^)  ou  (8)  doit  être  identiquement  vérifiée. 
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Réciproquement,  si,  pour  une  valeur  convenable  de  t  en  x. 
y,  . . . ,  l'équation  (8)  ou  [y)  est  identiquement  vérifiée,  c'est  que 
la  substitution  de  cette  valeur  dans  ii,  v,  . . .  fait  évanouir  le 
déterminant  fonctionnel  de  ces  fonctions  par  rapport  à  x,  y,  .... 
et  que,  par  suite,  ces  fonctions  cessent  d'être  indépendantes  entre 
elles.  Donc,  pour  cette  valeur  de  t,  il  doit  s'établir  une  relation 
identique  quelconque  entre  u,  w.  ....  de  sorte  que  t  est  une 
solution  d'une  équation  obtenue  en  posant  entre  u,  r,  ...  une 
relation  quelconque.  Nous  venons  de  voir,  d'ailleurs,  que  l'équa- 
tion (8)  ne  dépend  nullement  de  la  forme  de  cette  relation, 
laquelle  est,  par  conséquent,  entièrement  arbitraire. 

Donc  les  deux  relations  (())  et  (8)  sont  une  conséquence  l'une 
de  l'autre,  et,  partant,  elles  sont  entièrement  équivalentes  entre 
elles. 


1023.   Exemple.  —   Soit  la  relation 


,     t  Y 


O, 


par  laquelle    t   est    défini    comme    une    fonction    homogène    du 
degré  fji  des  variables  oc,  y,  z,  ....  Ici  «,   v-,  cv.  . . .  sont  respecli- 

t         Y       z 

vement  les  expressions —j  — j  -  •>  •  •  -  ■>  et,  par  suite,  l'équation (^') 
devient 


>■•■•■->- ^ 


.r 


o, 


ou,  en  développant, 

^t  zrz px  ~\-  qy  -\-  rz  -!-..., 

équation    qui  exprime   la    propriété   générale  de    la   famille   des 
fonctions  homogènes,  connue  sous  le  nom  de  théorème  à'Eulcr 
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[322].  On  voit,  par  la  réciproque  du  numéro  précédent,  que  cette 
propriété  est  nécessaire  et  suffisante  pour  caractériser  ces  fonctions. 

1021.  Si  la  relation  donnée,  au  lieu  d'une  seule  fonction  ai^bi- 
traire  ©(u),  contenait  deux  fonctions  arbitraires  '^{u),  x(^)  ^^ 
fonctions  données  zf,  ^  des  variables  x,j,  z,  en  sorte  qu'elle  fût 
de  la  forme 

F  désignant  une  fonction  donnée,  en  dilTérentiant  celte  équation 
une  première  fois  par  rapport  à  a:  et  par  rapport  à  y,  on  obtien- 
drait deux  équations  de  plus,  en  tout  trois,  et  deux  quantités  de 
plus  à  éliminer,  ^'{u),  x'(^)'  ^^  tout  quatre.  En  passant  aux 
dérivées  du  second  ordre,  on  aurait  trois  équations  de  plus  et 
deux  quantités  de  plus  à  éliminer,  9"("),  x"(^')'  ^^^^  ^^^  io\ii  six 
équations  et  six  quantités  à  éliminer,  de  façon  que  l'élimination  ne 
pourra  se  faire  que  dans  des  cas  particuliers.  Il  faudra  donc  géné- 
ralement aller  jusqu'aux  dérivées  du  troisième  ordre,  ce  qui  portera 
à  huit  le  nombre  des  quantités  à  éliminer  et  à  dix  celui  des  équa- 
tions. On  pourra  donc  combiner  ces  équations  de  plusieurs  manières 
différentes  et  en  tirer  différentes  équations  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre,  délivrées  des  fonctions  arbitraires  et  procédant 
toutes  de  la  même  équation  primitive. 

Généralement,  si  l'on  a  n  fonctions  arbitraires  portant  chacune 
sur  une  fonction  donnée  de  x,  j,  z,  en  différentiant  l'équation 
jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  aux  dérivées  de  l'ordre  m,  on  aura 

(  m  H-  1  )  /^ 

quantités  à  éliminer  entre 

I  -i-  2  +  3  -^  .  .  .  +    /»  H-  I    =  ^ ' 

^  '  2 

équations.  Pour  que  l'élimination  soit  possible,  il  suffit    que  l'on 

ait ^-  n,  condition  qui  sera  remplie  si  l'on  prend 

m  z:^  in  —  I . 

Tel  est,  en  général,  l'ordre  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
résultant  de  l'élimination  des  n  fonctions  arbitraires.  Le  nombre 
des   quantités  à  éliminer  sera  alors   in-,   et  celui  des   équations 
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2/Z--H  n.  En  combinant  celles-ci  par  groupes  de  2/i--h  i,  on  pourra 
faire  de  diverses  manières  l'élimination  des  fonctions  arbitraires. 

On  Noit  que,  pour  le  cas  même  le  plus  simple  de  deux  variables 
indépendantes,  la  relation  entre  l'ordre  de  l'équation  dilTércnliclle 
et  le  nombre  des  arbitraires  de  l'équation  primitive  est  loin  d'èlrc 
aussi  simple  que  dans  le  cas  analogue  des  équations  à  une  seule 
variable  indépendante. 

Si,  au  lieu  d'une  fonction  arbitraire  '^[u)  d'une  seule  fonction 
donnée  ii,  on  avait,  dans  l'équation  primitive  entre  x,y,  z,  une 
fonction  arbitraire  9(w,  v)  de  deux  fonctions  données,  l'élimination 
de  cette  lonclion  entre  l'équation  primitive  et  ses  dérivées  partielles 
ne  pourrait  plus  se  faire,  chaque  nouvelle  différentiation  intro- 
duisant précisément  autant  de  nouvelles  quantités  à  éliminer  que 
de  nouvelles  équations. 

§  II- 

ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES    DES    PTIIKCIPALES     FAMILLES 

DE    SUBFACES. 

102o.   T.   Surfaces  cyliiidruines.  —  Soient  les  équations  d'une 
droite 

a  et  h  étant  des  coefficients  constants,  a  et  [î  des  paramètres 
variables.  Pour  qu'une  ligne  engendre  une  surface,  il  faut  que  sa 
position  ne  puisse  varier  que  dans  un  seul  sens  déterminé,  et  par 
suite  que  ses  équations  ne  renferment  qu'un  seul  paramètre  variable 
indépendant.  Donc,  pour  que  la  droite  ci-dessus  engendre  une 
surface,  il  faut  qu'entre  les  deux  paramètres  a,  p  il  existe  une 
relation  quelconque 

(i)  P  =  ?(«)- 

Dès  lors,  les  écpiations  de  la  génératrice  d'une  surface  cylindrique 
seront 

(2)  x  =  az  +  u,     y  =  bz-Jr'f[a.), 

et,  en  éliminant  a  entre  ces  deux  équations,  on  aura,  pour  l'équation 
de  la  surface, 

(3)  y  —  bzr=i^[x  —  az). 
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équation  générale  des  surfaces  cylindriques  parallèles  à  la  droite 

(4)  .T=^az,     y=bz. 

En  différentiant  Téquation  (3)  par  rapport  à  x  et  à  j  ,   il  vient 

—  bp  =  ' i  —  ap]  'f'  [x  —  az'), 
I  —  bq  =^       — aq     '/ [■'^^ —  nz], 

doù.  en  éliminant ç>' ( x  —  ^z), 

(5)  ^Il^^L^lUlP, 

1  —  ùq  —  (/q 

ou,  en  réduisant, 

(6)  ap  H-  bq  =zï, 

équation  aux  dérivées  partielles  de  toutes  les  surfaces  en  question. 

On  aurait  pu  obtenir  directement  cette  équation  en  exprimant 
cjue,  dans  les  surfaces  cylindriques  parallèles  à  la  droite  (4),  le 
plan  tangent  est  toujours  parallèle  à  cette  droite. 

Réciproquement,  cette  propriété  du  plan  tangent,  exprimée  par 
l'équation  (6)  ou  (5),  suffit  pour  définir  la  surface  (3).  En  effet, 
l'équation  (5)  peut  s'écrire 

t^x[X—  hz)  _  dy  [y—hz] 


d-c  (.r  —  «  s  )         (^y\^  —  (^^) 

ou,  en  désignant  par  w  la  valeur  commune  des  deux  rapports 
précédents, 

dx[y  —  bz)  =  (ùd^[x  —  riz),      dy[y  —  bz)  =  '.j<r/_,.(,r  —  az), 
d'où  l'on  tire,  par  addition, 

d[j  —  bx]  =  o)d[x  —  az). 

Donc,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré  [778],  les  deux  fonc- 
tions X  —  ^z,y — ^2;  doivent  dépendre  l'une  de  l'autre,  ce  qui 
donne  l'équation  (3). 

1026.   On  peut  encore  présenter  le  même  calcul  sous  la  forme 

suivante.  Soient 

X  —  a         r  —  3       z  —  y 
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les  équations  de  la  génératiûce  d'un  cylindre, 

les  équalions  de  la  courbe  directrice  sur  laquelle  s'appuie  la  géné- 
ratrice dans  son  mouvement.  En  éliminant  a,  |3,  y  entre  les  quatre 
équations  précédentes,  ou,  ce  qui  l'evient  au  même,  en  éliminant  a 
entre  les  deux  équations 

r  h[.r.  —  V.]  r(.r  — «]1 

|_  a  ^^        J 

r  ù  I .r  —  k]  ci.v  —  « ]  "1 


c.r 


on  parviendra  à  une  équation  entre  j^ ^  et  ^  ■ ?  de  la  forme 

/  r         -1^        z        .r  \ 

l'      y , =0, 

\ù         a         c        a  ) 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (3). 

On  peut  encore  écrire  les  équations   de  la  directrice  sous   la 

l'orme 

P  =  ç>(a),      7  =/_(«), 

et  alors  les  équations  de  la  génératrice  deviennent 

b  a  h        a  c  a         c         a 

et  l'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations  donne,  comme  plus 

haut,  une  relation  entre  -^ et • 

b         a        c         a 

On  pourrait  encore,  au  moyen  des  calculs  du  n"  1023,  résoudre 

le  problème   de  faire  passer  une  surface  cylindrique  parallèle  à  la 

droite  (4)  par  une  courbe  directrice  donnée 

/(•^iJ,  -)  =  o,     F(.r,  j,  s)  — o. 
Entre  ces  équalions  et  les  équations  de  la  génératrice 

éliminons  jr,  y,  z.  Nous  obtiendrons  une  relation  entre  a.  et  3,  cpii 


SURFACES    CYLINDRIQUES.  i5ç) 

fera  connaître  la  fonction  es  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équa- 
tion (3)  de  la  surface  cylindrique. 

Pour  trouver  le   cylindre  parallèle  à  une  droite   donnée  (4)  <-'t 
circonscrit  à  une  surface  donnée 

F(x,  j-,  z)  =  o, 

on  cherchera  les  points  de  la  surface  pour  lesquels  le  plan  tangent 
est  parallèle  à  la  droite  (5),  ce  qui  donne,  à  cause  de 


F'(.r)  F'( 


la  condition 


a¥'{x]  +  bF'[x]'i-  F'{z)=:o 


Cette  condition,  jointe  à  l'équation  de  la  surface,  déterminera  une 
courbe  directrice  de  la  surface  cylindrique,  et  l'on  sera  ramené 
alors  au  cas  que  nous  venons  de  traiter. 

1027.   Étant  donnée  l'équation  d'une  surface 

(7)  F(.r,j,  3):=0, 

on  propose  de  reconnaître  si  cette  surface  est  cylindrique. 

Il  faut  pour  cela  qu'en  tirant  de  cette  équation  les  valeurs  de  /> 
et  de  q,  et  les  portant  dans  l'équation  (6),  qui  devient 

,8)  aT[x)-i-bF'{j)^~Y'[z)  =  o, 

on  puisse  déterminer  a  et  Z»  de  telle  manière  que  cette  condition 
ait  lieu  pour  tous  les  points  de  la  surface.  Si  cette  surface  est  algé- 
brique, l'équation  (8),  étant  de  degré  inférieur  à  (7),  ne  pourra 
subsister  en  tout  point  de  la  surface  que  si  elle  est  identique.  En 
identifiant  donc  le  premier  membre  de  (8)  à  zéro,  puis  éliminant  ^i 
et  b  entre  les  équations  obtenues,  on  aura  les  équations  de  condi- 
tion qui  devront  avoir  lieu  entre  les  coefficients  de  l'équation  (7) 
pour  que  celle-ci  représente  un  cylindre. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  l'équation  (7)  soit  l'équation 
du  second  degré 

A^-  -+- A'j2  +A"s2  +  2Bj3  -h  iB'zx  -h  2.B".Tj 

4-  2C^  -h  2C'j  -f-  2C"s  +  D  =  O, 
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en  expriiiianl  que  la  condition  (8)  a  lieu  identiquement,  on  aura 

les  équations 

A  a-]-B"b  -i-  B'  =o, 

B"a  ^  \'  b-{-  n    =  o, 

B'  fl-f-  B  b  -h  X"=  o, 

C  rt-:-C'^'-^C"=o. 

En  écrivant  que  ces  équations  sont  compatibles  trois  à  trois,  on 
aura  les  conditions  suivantes,  dont  deux  quelconques  sont  des 
conséquences  des  deux  autres  : 


S  = 


^0   = 


A 

B" 

B' 

B" 

A' 

B 

B' 

B 

A." 

B' 

B 

A" 

C 

C 

C" 

A 

B" 

IV 

=^  o, 


o,        (?3^- 


B" 

A' 

B 

E' 

lî 

A" 

C 

C 

C" 

G 

C 

C" 

A 

B" 

B' 

B" 

A' 

B 

Les  quantités  ô,  à,,  8-2,  §i  sont  les  déterminants  mineurs  du  dis- 
criminant A  de  l'équation  du  second  degré,  et,  par  suite,  ce  discri- 
minant s'annule  lui-même.  Ces  équations  sont  celles  que  l'on 
obtiendrait  en  écrivant  que  les  expressions  des  trois  coordonnées 

du  centre  de  la  surface  se  présentent  sous  la  forme  -• 

'■  o 

1028.   II.   Surfaces  cojiiqucs.  —   Soient 

(i)  ac  -  a  =  r^[z  -  c),     y-h=r3[z-c) 

les  équations  de  la  génératrice,  a,  b,  c  étant  les  coordonnées  con- 
stantes du  sommet,  et  oc,  [3  des  paramètres  variables.  Pour  que  la 
génératrice  décrive  une  surface,  il  faudra  [  1025]  qu'il  existe  entre  x 
et  |3  une  relation  quelconque 

(2)  P  =  ?(«). 

Alors  les  équations  de  la  génératrice  deviendront 

(3)  X—  a=zv.[z—c],     y—  b  =  o{K)(z  —  c]. 


En  éliminants:  entre  ces  équations,  on  a  l'équation  générale  des 
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surfaces  coniques  de  sommet  («,  h,  c), 

(4)  ■^=-f 


ce  qui  exprime  une  relation  homogène  quelconque  entre  x — a, 
Y  —  b,  z  —  c. 

En  différenliant  Téquation  (4)  successivement  par  rapport  h.  x 

et  dij,  et  éliminant  op  (  1  »  on  a  1  équation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  coniques  de  sommet  [a,  b,  c), 

(5)  z~c  =  p{j:  ~a)  -^  q{y  —  b], 

équation  qui  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
de  la  surface  conique  passe  toujours  par  le  point  [a,  b,  c). 

Nous  verrions,  absolument  comme  dans  le  cas  des  surfaces 
cylindriques,  comment  on  peut  déterminer  un  cône  de  sommet 
donné,  passant  par  une  courbe  directrice  donnée,  ou  circonscrit 
à  une  surface  donnée. 

Pour  reconnaître  si  une  équation  donnée 

(6)  F[.r,j,z)  =  o 

représente  un  cône,  transportons  d'abord  l'origine  au  sommet 
inconnu  (^a,  b,  c),  en  posant 

j:  —  a  rzr  ^'j     j-  —  b  ^^  y ,      z  —  c  =z  z' . 
L'équation  (5),  qui  devient 

exprime  que  z'  est  une  fonction  homogène  du  premier  degré  de  x 
et  dejy'.  Donc  le  transport  de  l'origine  au  point  [a,  b,  c)  doit 
changer  la  relation  F(x'-f-  a,  j'-}-  b,  z'~i-  c)  =  o  en  une  équation 
homogène  entre  x',  y' ^  z' .  Il  faut  donc  que  l'on  puisse,  en  choi- 
sissant convenablement  a,  b,  c,  faire  disparaître  tous  les  termes 
de  l'équation  autres  que  ceux  du  degré  le  plus  élevé. 

Si  l'équation  est  du  second  degré,  elle  devient,  en  désignant  par 
Y^^x, y,  z)  l'ensemble  des  termes  du  second  degré, 

^^[■r\f,  c')  +  x'F'(«)+yF(^')  +  s'F'(f)-|-F(«,  b,c)=o. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin,,  III.  I  I 
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Il  faut  donc,  pour  que  cette  surface  soit  un  cône,  que  l'on  ait 

¥'{a)=o,     Y'{ù)--=o,      ¥'{c]^o,     F{a,b,c]^-0. 

Donc  d'abord  a,  b,  c  sont  les  coordonnées  du  centre,  et  le  discri- 
minant ^  des  termes  du  second  degré  ne  doit  pas  èti'c  nul.  Ensuite, 
par  la  substitution  des  valeurs  ainsi  trouvées  de  a,  b,  c,  F(a,Z»,  c) 

devient  égal  à  ->  A  étant  le  discriminant  de  la  fonction  F.  Donc 

les  conditions  pour  que  F  (or,  ■^^,  z)  ::=  o  représente  un  cône  sont 

â  différent  de  zéro,      A  =  o. 

On  peut  encore  présenter  le  calcul  autrement,  en  se  servant  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (5).  Si  F(x,  j  ,  ^)  =  o  est  l'équa- 
tion de  la  surface  conique,  l'équation  (5)  pourra  s'écrire  sous  la 
forme 

(^-  -  a)  F'{..)  +  (/  -  h)  F'(  j)  +  {z-c)F'[z)^o. 

En  supposant  maintenant  que  F(a:,  Yj  ^)  soit  un  polynôme  entier, 
et  désignant  par  F/f  l'ensemble  des  termes  du  degré  k,  cette  équa- 
tion pourra  [644]  être  remplacée  par  la  suivante, 

(7)     «F'(x)  +  6F'(j)  +  cr(;j)+F,„_i+2F,„_2-l-.  ..  +  mFo  =  o, 

m  étant  le  degré  de  l'équation  F  =  o.  Cette  relation,  étant  de  degré 
inférieur  au  degré  de  la  surface  et  devant  avoir  lieu  en  chaque 
point,  ne  pourra  être  qu'une  identité.  Donc  la  surface  sera  un  cône 
si  l'on  peut  déterminer  a,  b,  c  de  manière  que  le  premier  membre 
de  l'équation  (  j)  s'évanouisse  identiquement.  En  appliquant  cette 
méthode  aux  surfaces  du  second  degré,  on  retrouve  les  mêmes 
résultats  que  ci-dessus. 

1021).  III.  Surfaces  conoïdes.  —  On  entend  par  surface  conoïde 
une  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant 
constamment  sur  une  droite  fixe  [directj'ice)  et  en  restant  paral- 
lèle à  un  plan  fixe  [plan  directeur).  Soient 

(1)  l  =  K%  +  a,     T.=zWC,-\~b 

les  équations  de  la  directrice,  et 

(2)  Ix -\- wy  +  nz-^::^  o 
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celle  du  plan  directeur.  Les  équations  de  la  génératrice  seront  de 
la  forme 

(3)  a:-^  =  c,{z--C),      r-v3  =  P(2-Ç), 

a  et  (3  étant  soumis  à  la  condition  de  parallélisme  de  la  génératrice 
avec  le  plan  (2), 

(4)  l X  ~>r  m^  -\-  n  ^z  o. 

En  éliminant,  au  moyen  des  équations  (i)  et  (2),  les  trois  para- 
mètres variables  'i,n,^,i\en  reste  deux,  '(  et  a,  indépendants  entre 
eux,  et  entre  lesquels  on  doit  établir,  par  conséquent,  une  relation 

(5)  ?  =  ?(«). 

Or,   des  équations  (3),  qui  deviennent,  par  Félimination  de  H 
et  de  r,, 

.r  — A?  — «  — «(z  —  Ç),   j_B?  —  6  =  ,S(z  — ?), 

ou,  en  posant  jc  —  a  —  Az  —-  K,  y — -b —  Br;  =  Y, 

on  tire,  en  ayant  égard  à  l'équation  (4)  et  faisant  A/-1- Bz/i-h/z  =  k, 

_      X      _      Y      _lX-^?7iY 
■~^~  A  —  a  ~  B  — j3  ~  Je 

Donc 

ZX -h /;iY  4- /'^        l(x  —  a)-]- ml  y  —  l) -j- nz 


'C  = 


k  k 

I  l        m  Y 


A  —  «        A-        k   X 

Mais  (^,  devant  être  une  fonction  de  a,  peut  aussi  être  considéré 

il  .Y 

comme  étant  une  fonction  de ou  ime  fonction  de  — • 

A  —  V.         k  X 

On  pourra  donc  remplacer  l'équation  (5)  par  l'équation  équivalente 

(6)  l[j:-^a]-hm[y —  b)-{-7iz  =  yi^'> 

qui  est  l'équation  générale  des  surfaces  conoïdes. 
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En  la  différentiant  tour  à  tour  par  rapport  à  x  et  ky,  on  en  tire 

7??  —  nq  =  y^ 


,/Y\  [Afr  — *^  — B(„ 


d'où  l'on  obtient,  pour  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces conoïdes, 

(7)  [m[AY  —  BX]^nX]p  —  [l{AY~BX)  —  nY]  cj  =  IX  ^  mY. 

1030.  On  peut  encore  se  représenter  la  surface  conoïde  comme 
engendrée  par  l'intersection  d'un  plan  parallèle  au  plan  direc- 
teur (2), 

l.i'  -+-  mr  -^  nz  ■=  0, 

avec  un  plan  passant  par  la  directrice  (i), 

y  —  b  —Bz  =  l[x  —  a  —  Az],      ou     Y  =  ),X. 

En  établissant  entre  les  paramètres  X  et  0  une  liaison  0=:=i|/(X), 
on  aura,  par  l'élimination  de  ces  paramètres,  l'équation  de  la 
surface 


;8)  lx-hmy  +  nz  =  ^^^^ 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (6),  dans  laquelle  on  aurait 
négligé,  comme  on  le  peut  évidemment,  la  partie  constante 
—  la  —  mh  du  premier  membre. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  (7)  peut  s'obtenir  directe- 
ment. La  génératrice  étant  contenue  à  la  fois  dans  le  plan  tan- 
gent à  la  surface, 

(a)  •C  —  z=p[^  —  x]-]-q[r.—y], 

et  dans  un  plan  mené  par  le  point  {oc^j,  z)  parallèlement  au  plan 
directeur, 

(b)  /(;  — .r)  4-w(-/;— j)  -f-  «(•::  — 2)  =0, 

et  cette  intersection  devant  rencontrer  la  droite  (i),  il  faudra  que 
les  quatre  équations  (i),  (a),  (b)  subsistent  en  même  temps.  L'éli- 
mination de  \,  'fn  ^  entre  ces  équations  conduit  à  l'équation  {7). 
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1031.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'on  ait  pris  la 
directrice  (i)  pour  axe  des  z,  et  le  plan  directeur  (2)  pour  plan  des 
xj.  Alors  les  quantités  A,  B,  a,  b,  /,  m  seront  toutes  nulles;  les 
équations  de  la  génératrice  pourront  se  mettre  sous  la  forme 


^ 

/  —  y-^,     -^ 

avec  la  condition 

■^  =  'f[l] 

ou,  en  éliminant  y  et  ^, 

(9) 

(r 

En  éliminant  la  fonction  arbitraire  cj),  on  a  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

(10)  px-h  qy  =  o, 

qui  exprime  que  z  doit  être  une  fonction  homogène  du  degré  zéro 
de  X  et  de  j'. 

Géométriquement,  l'équation  (10)  fait  voir  que  l'équation  du 

plan  tangent 

Ç  — z=7?(Ç  — .r)  +  q[-n—y) 

est  vérifiée  en  posant 

^  ^-'        ._, 

-  - —  -5      T •» 

X       y 

c'est-à-dire  que  ce  plan  contient  une  horizontale  menée  par  le 
point  de  contact  et  rencontrant  l'axe  des  z. 

Si  l'on  veut  faire  passer  la  surface  (9)  par  une  courbe  direc- 
trice dont  les  équations  soient 

/(■^,  J,  2)  =  o,     F(x,  j,  z)  =  o, 

éliminons  x,j>,  z  entre  ces  deux  équations  et  celles  de  la  géné- 
ratrice, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  éliminons  x  entre  les  deux 

équations 

/(a-,  7^,  ?)  izzo,     F(^,  yx,  Ç)  =0. 

On  obtiendra  ainsi  une  relation  entre  y  et  ^5  qui  fera  connaître  la 
forme  de  la  fonction  9  que  l'on  devra  substituer  dans  l'équation  (9) 
de  la  surface. 
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1032.  Exemples.  —  i''  La  directrice  est  une  droite 
x  =  gz-\-h,     x  =  g'z-{-h'. 

En  éliminant  x  entre  les  deux  équations 

x^=  g-,  -^  h,     •j/.r  =r  g'Ç  H- //', 
il  vient 

^        5^?  +  /^' 

d'où,  en  mettant  pour  y  et  ^  leurs  valeurs  '-5  z, 

X         gz  -\-  h 
OU 

[g  y  —  ê"'"^')  2  +  ^'J  —  ^''-^  =  o, 

équation  d'un  paraboloïde  hyperbolique. 

2*^  La  directrice  est  une  ellipse  dont  le  plan  est  vertical  et  qui 
a  pour  équations 

On  a  ici  y  =  —5  et,  par  suite,  la  relation  entre  y  et  ^sera 


a 


«2       i 


ce  qui  donne,  pour  l'équation  de  la  surface  cherchée, 

— 1 =1. 

b^x''      e 

Cette  surface  est  connue  sous  le  nom  de  voûte  d'arête  en  tour 
ronde,  et  l'ellipse  directrice  porte  le  nom  de  cintre. 
Si  l'on  pose 

«2  _  /-2  _  OC  _  /;/, 

b^         c^  b  c 

la  section  de  la  surface  par  le  plan  x  =  k  sera  un  cercle  que  Ton 
pourra  prendre  pour  cintre  à  la  place  de  l'ellipse  donnée,  etl'équa- 
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tion  de  la  surface  deviendra  alors 

x' 
3°  Prenons  pour  directrice  l'hélice 

z  .    z 

X  =  a  cos  -7  '      y  =  a  sin  -r  • 

En  faisant  j'  =  yo:,  z  =^1^,  il  vient 

i: 
7  =  tang-; 

on  a  donc,  pour  l'équation  de  l'hélicoïde  gauche, 

5  =  ,a„si. 

1033.  IV.  Surfaces  de  révoludon.  —  Une  surface  de  révolution 
peut  être  considérée  comme  engendrée  par  un  cercle  dont  le  plan 
se  meut  parallèlement  à  lui-même,  tandis  que  le  centre  se  meut 
sur  une  droite  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  que  le  rayon  varie 
de  manière  que  la  circonférence  s'appuie  constamment  sur  une 
courbe  donnée.  Le  cercle  variable  s'appelle  un  parallèle  de  la 
surface;  la  droite  lieu  des  centres  est  Vaxe  de  révolution,  et  la 
courbe  directrice,  lorsqu'elle  est  située  dans  un  plan  passant  par 
l'axe  de  révolution,  prend  le  nom  de  courbe  uiéridienne  ou  de 
méridien. 

Soient 

(i)  .r  =  As -t- «,     jr  =  Bz  +  ^ 

les  équations  de  l'axe  de   révolution.  Le  cercle  générateur  sera 
donné  par  l'intersection  d'un  plan  mobile  perpendiculaire  à  l'axe, 

(2)  A.r  +  Bj>- +-;  ==  K, 

avec  une  sphère  ayant  pour  centre  un  point  de  l'axe,   le  point 
(a,  b,  o)  par  exemple,  et  un  rayon  variable, 

(3)  ^a:-aY+[y-hY  +  z-  =  p\ 

Il  doit  exister,  de  plus,    entre   les    deux  paramètres  a,  |3-,   une 
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relation 

(4)  ^'  =  ?{-h 

de  sorte  que  les  équations  du  cercle  générateur  seront 

Ax  +  Bj--t-3  =  «,      [x  —  ay- -^  [j  —  by- -{-  z^-  =  ri>{u). 

En  éliminant  a  entre  ces  deux  équations,  on  aura,  pour  l'cqualion 
générale  des  surfaces  de  révolution  autour  de  l'axe  donné  (i), 

(5)  (^_«)»^(j_^,)2+s2^y[Ax  +  Bj  +  z). 

Si  l'axe  de  révolution  est  pris  pour  axe  des  z,  alors,  A,  B,  a,  h 
étant  nuls,  l'équation  (5)  se  réduit  à 

que  l'on  peut  écrire  plus  simplement 

(6)  x'^^f-^yXzy      ou     z  =  -^^[x''-^y^-]. 

103i.   Si  l'on  élimine  de  l'équation  (5)  la  fonction  arbitraire  o, 
on  trouvera,  en  procédant  par  la  méthode  générale, 

(7)  [y-h-^z)p-[x-a-kz]q  =  ^[x-a)-  A  [y  -  b). 

Cette  équation  s'obtiendi-ait  directement  en  écrivant  que  la  nor- 
male à  la  surface , 

?  — ^  +  /?(?—  s)  —  o,       r,—  y-\-q[;(,  —  z]—0, 

rencontre  constamment  l'axe  de  révolution 

ce  qui  a  lieu  évidemment  pour  toute  surface  de  révolution.  Et  ré- 
ciproquement, en  raisonnant  comme  au  n°  1020,  on  verrait  que 
cette  propriété  peut  servir  de  définition  aux  surfaces  de  révolution, 
qui  sont  les  seules  surfaces  dans  lesquelles  la  normale  rencontre 
constamment  une  droite  fixe. 

Si  l'axe  de  révolution  est  pris  pour  axe  des  ^,  l'équation  (7)  se 
réduit  à 

(8)  py-qxz=^o,      OU     ^.  =  -• 
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103o.   Supposons  que  l'on  donne  les  équations 

(9)  fi-^,J,z)  =  o,     F{.v,r,z)  =  o 

de  la  courbe  directrice  ou  méridienne.  Entre  les  équations  (2), 
(3)  et  (9)  on  éliminera  x,  j^  z^  et  l'on  aura  ainsi  la  forme  de  la 
relation  (4)  entre  a  et|3-,  qui  déterminera  l'équation  (5)  de  la  sur- 
face cherchée. 

Si  l'axe  de  révolution  est  pris  pour  axe  des  z,  et  que  j:  =  f  (^) 
soit  l'équation  de  la  courbe  méridienne,  l'équation  de  la  surface 
sera 

Exemple.  —  Supposons  que   l'on  ait  pris  pour   directrice   la 

droite 

X  =  mx  H-  'j.,     y  =  n.v  +  v. 

Les  équations  (2)  et  (3)  donneront 

(  A  m  -T-  B«  +  1)3  -1-  Aot  -f-  Bv  =  a, 

[mz  ->r  IL  —  a)2+  [nz  -t-  V  —  6)^-4-  z-  =  S-, 

d'oia,  en  éliminant  z, 

Aa  H-  Bv  —  k\2 


km  +  B«  -i-  I 


_  o  [m  (a  —  a]  -^  «  (v  -  /;)]   ^^    '    ^' ^  -t-  ' -j.  -  aV--^  (v  -  bV-  =  3^ . 

Remplaçant  maintenant  a  et  (5-  par  les  expressions  (2)  et  (3),  on 
a,  pour  l'équation  de  la  surface  cherchée, 


TA{x  —  u.)  -hB(r  —  v]  -^  zY 

«'  -r-  I  J      — ^ —^ ^^^ 

^1_  Aw  — B«-+-i  J 


^     ^'  '  ^  '^  Am  +  B«  +  i 

=  [x—aY--h{r-bY^z\ 

équation  du  second  degré  qui  est  celle  de  l'hyperboloïde  gauche 
de  révolution.  Si  l'axe  de  révolution  est  pris  pour  axe  des  z,  elle 
se  réduit  à 

x^  -h  J-  =^  [mz  -T-  .'^j'-î-  («3  -h  v)-. 
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1036.  Etant  donnée  l'équation  d'une  surface 

F(.r,  j,  z)=o, 

pour  savoir  si  elle  est  de  révolution,  on  verra  si,  pour  des  valeurs 
convenables  de  A,  B,  a,  b,  l'équation  (^),  mise  sous  la  forme 

[y -h-  B3)  F'{x)  -  (.r  -a-  kz)  F'(  j) 

+  [B(,r  — a)  -A(j--  b]]Y'[z)=^o, 

se  vérifie  identiquement,  soit  par  elle-même,  soit  en  ayant  égard 
à  l'équation  de  la  surface. 

Si  l'on  applique  cette  méthode  à  l'équation  du  second  degré 
[1027],  on  ti'ouve  qu'entre  les  coefficients  des  termes  du  second 
degré  on  doit  avoir,  en  général,  les  relations 

B'B"  B"B  ,_  BB^ 

A         ^-  —  A         gT     -^  ~  Ir  * 

1037.  Nous  allons  considérer  maintenant  des  surfaces  dont  les 
équations  dépendent  de  deux  ou  plusieurs  fonctions  ai'bitraires,  et 
pour  lesquelles  l'élimination  de  ces  fonctions  conduira  à  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au  premier. 

V.  Surfaces  réglées  à  plan  directeur.  —  On  entend  par  là  les 
surfaces  engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite  assujettie  à 
rester  parallèle  à  un  plan  fixe  donné. 

Soient 

(1)  .r  =3  a 2 -I- >.,     y=z^z  -\-  i>. 

les  équations  de  la  génératrice,  les  coefficients  variables  a,  /3 
devant  satisfaire  à  la  condition  de  parallélisme  au  plan  directeur 
Aa: -i- Bj  +  C  3  =  o , 

(2)  Aa-hBp  +  C  =  o, 

relation  qui  détermine  [3  en  fonction  de  a.  A  cette  relation  unique 
entre  les  quatre  paramètres  a,  [3,?v,  ^,  il  faut  en  joindre  deux  autres, 
telles  que 

(3)  l  =  ^[a),     fx  =  /,(«), 

pour  qu'il  reste  un  seul  paramètre  indépendant.  En  faisant  donc. 
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1      ,  A  C      ,         ,  .  1      ,         ,      ,  . 

pour  abréger,  in  =  —  —i  n=^  —  —  »  les  équations  de  la  génératrice 
deviendront 

(4)  x  =  az  +  f(a),     yz=[mv.  + n)z  -hx[v.). 

Par  l'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations,  on  aurait  l'équation 
générale  de  la  surface  ;  mais  cette  élimination  ne  peut  se  faire  tant 
que  l'on  n'a  pas  particularisé  l'une  au  moins  des  fonctions  a»,  j^. 

1038.  Cherchons  maintenant  à  éliminer  les  fonctions  arbitraires 
ij3,^,  de  manière  à  obtenir  l'équation  générale  aux  dérivées  partielles 
de  cette  famille  de  surfaces.  En  considérant  a  comme  une  fonction 
implicite  des  coordonnées,  déterminée  par  l'une  des  équations  (4), 
et  dépendante  par  conséquent  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  fonc- 
tions arbitraires,  on  a,  par  la  différentiation  des  équations  (4), 

d'où  l'on  tire,  par  division, 

dx    I  —  v.p  —  [ma-h  n)p 

'  dcf.  — c/.q  i  —  (^niv.-i-n)q 

Ces  égalités  donnent  d'abord 

(6)  K/> -H  (ma -h  «)<7  =  I, 

d'où 

1  —  nq  m  -\-  np 

5      m  «  +  «  = 


p  H-  mq  p  4-  mq 

et,  par  suite,  les  égalités  (5)  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 


dy. 

d.r 

I  —  ap 

[mu  -h  n]q         m  -A-  np 

dcc 

—  aq 

—  v.q                nq  —  i 

àj 
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Pour  éliminer  maintenant  la  fonction  arbitraire  qui  entre  encore 
implicitement  par  a  dans  l'équation  (6),  différentions  cette 
équation  par  rapport  à  a:  et  à  y,  ce  qui  donne,  en  désignant,  selon 
l'usage,  par  /-,  s,  t  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  z, 


ur  -i-  [mx  -h  njs  z=  —  (/■'  -i-  '"7]  -y-  ' 
a  .V  H-    m  «  H-  «  j  ^  =::  —  [p  -\-  mq]  —■> 

d'oiî  l'on   tire,  par  division,  en  ayant  égard  aux  équations  (7),  et 
mettant  pour  a  eX.ma.-'f-n  leurs  valeurs  en  />  et  y, 

(  I  —  nq)r  -\-  [m  -\-  np)s         m  -i-  np 


[l  —  nq)s  -\-  [m  -\-  np)t  1  —  nq 

OU  enfin,  en  mettant  pour  m  et  n  leurs  valeurs,  et  réduisant, 

(8)  (B  +  Cç)^-— 2(A  +  Cp)(B  +  C<7)5  +  (A  +  C/?)2^  =  o. 

Si  l'on  suppose  que  l'on  ait  pris  l'axe  des  z  parallèle  au  plan 
directeur,  on  a  alors  G  =  o,  et  l'équation  précédente  devient  une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  à 
coefficients  constants, 

(9)  BV— 2AB5-i- A^f  =  0. 

1039.  On  peut  diriger  le  calcul  autrement,  de  manière  à  obtenir 
l'équation  générale  de  la  surface  sous  forme  finie.  On  considérera 
la  génératrice  comme  déterminée  par  l'intersection  d'un  plan  pa- 
rallèle au  plan  directeur, 

(10)  Ax -f- Bj -1- C2  =  0, 

avec  un  plan  mené  par  l'origine  des  coordonnées, 

(11)  z  =  )..r -h  fAj, 

les  trois  paramètres  0,  A,  f/.  devant  être  liés  par  deux  relations,  telles 
que 

(12)  •k=rz[0),      f.=  n(0). 

L'élimination  de  0,  X,  ^  entre  ces  quatre  équations  donne  immé- 
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diatement  l'équation  de  la  surface 

(i3)  s  =  xct(A^  +  Bj'4-C2)  -hjn[Ax-hBy  -hCz). 

Pour  éliminer  les  fonctions  arbitraires,  laissons,  pour  abréger, 
la  lettre  d  au  lieu  de  Ax  -h  Bj--  -f-  C^.  On  a 

de       ^      ^        de 

âe 


d'où 

(i4) 


âe 

7-n(5)==[x^'(r,)4-jn'(^)]|-, 

dx  __  A-hCp  _p  —  v>{e]  _A4-Cci(9] 
'de' ~  B-^Crj  ~  ^  — n(5]  ~  B  ^Cn(e] 

B/>— (B-4-G<7)tT(5)=A7—  (A  +  C/))n(5), 


Différentiant  de  nouveau  cette  dernière  équation  par  rapport  à 
X  et  à^',  on  a 

[B-\-Cn{e]]r  —  [A-^Czj{e]]s 

=  [(B  +  C.y]^'(ô)-(A  +  Cp)n'(5)]^, 
[li  -h  CU{0)]s  ~  [A  -\-  C^[0]]t 

de 

=  [(B  +  Cî)^'(^)-(A  +  Cp)n'(9)]-, 

d'où,  d'après  les  égalités  (i4)> 

[B-+-Cn(e)]r— [A  +  Cct(9)]j- 
[B  +  Cn(9)]^  — [A  +  Cîô(5)]î 

_    t>.r    _  A  +  G/?  _  (B  +Cq)r  —  [A-hCp)s 
~  W  ^  B  +  Cry  ~   (B-i-  Cq)s  —  {À-^Cp)i  ' 

dj 

En  développant,  on  retrouve  ainsi  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles (8). 

1040-   On    peut   obtenir   directement    l'équation   (8)   par   des 
considérations  géométriques,  en  exprimant  : 
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1°  Que  si,  par  un  point  quelconque  de  la  surface,  on  mène  une 
génératrice  et  un  plan  tangent 

(i5)  p{^  -'^)-^q{-o—y)  =  K  —  =, 

la  génératrice  sera  l'intersection  du  plan  tangent  avec  un  plan  mené 
par  {x,f,  z)  parallèlement  au  plan  directeur 

(i6)  k[l-x)-^'Q[r,—y)-\-0[%—z)=o, 

de  sorte  que  (i5)  et  (i6)  sont  les  équations  de  la  génératrice; 

2°  Que  le  point  {oc, y,  z)  de  la  surface  étant  un  point  quelconque 
de  la  génératrice  considérée,  celle-ci  ne  changera  pas  si  l'on  mène 
le  plan  tangent  (i5)  par  un  point  [x -^- dx,  y -{- dj,  z -[- dz), 
situé  sur  cette  même  génératrice.  Donc,  si  dx,dY,dz  sont  tels 
que  les  équations  (i5)  et  (i6)  soient  vérifiées  en  posant 

c'est-à-dire  si  l'on  a 

(17)  pdx  -\-qdy^=^dz^ 

(18)  kd.r.-\-^dY^Ç'dz  =  o, 

les  équations  (i5)  et  (16)  subsisteront  pour  les  mêmes  valeurs 
de  \,  n,  ^,  lorsqu'on  y  changera  x,j,  z  en  x -{-  dx,  j  -I-  dy,  z  ■+■  dz, 
c'est-à-dire  qu'elles  subsisteront  en  même  temps  que  leurs  diffé- 
rentielles prises  par  rapport  à  x,j^  z,p,  q. 

La  différentielle  de  (i5)  devient,  en  vertu  de  (17), 

(19)  [l—x)dp^{r.—y)dq  =  o; 

la  différentielle  de  (16)  est  précisément  l'équation  (18).  Or,  on 
tire  des  équations  (i5)  et  (16) 

?  —  ^  »3  —  y  ?  —  ^ 


^      '  B  +  C^        —A  —  Cp        Aq  —  Bp 

et,  en  vertu  de  ces  proportions,  l'équation  (19)  devient 

(B  -hCq)dp  -  [A-hCp)dq  =  o. 
En  mettant  cette   dernière  équation   et  l'équation  (18)    sous    la 
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forme 

[(B  -f-  Cq]r  —  {A-hCp)s]dx  -{-  [(B  -hCq)s—  [A  +  Cp)t]dj  z=  o, 
[A  +  Cp)clx-h  {B-i-Cq]dj-=o, 

dy 
et  éliminant  entre  celles-ci  le  rapport  --•>  on  obtient  l'équation  (8). 

1041.  On  peut  encore  trouver  directement  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  contenant  chacune  une 
fonction  arbitraire,  et  qui  seront  des  intégrales  premières  par 
rapport  à  l'équation  du  second  ordre  (8). 

En  effet,  si  le  plan  (i6),  parallèle  au  plan  directeur,  reste  le 
même,  c'est-à-dire  si  le  point  de  contact  {x,j,  z)  se  déplace  de 
manière  que  la  quantité  0  =  Ax -h  Bj'^  H- Gsr  reste  constante, 
l'intersection  du  plan  (i6)  avec  le  plan  tangent  (i5),  représentée 
par  les  équations  (20),  restera  constante;  au  contraire,  cette 
intersection  variera  avec  Q.  Donc  les  trois  rapports 

A-l-Cp  B-f-C<7         k-^Cp 

1 


Ar/  —  Hp         Aq  —  \ip         B  -f-  C17 

dont  deux  quelconques  déterminent  cette  intersection,  seront 
constants  ou  variables  en  même  temps  que  Q,  et,  par  suite,  chacun 
de  ces  rapports  est  une  fonction  de  B.  On  a  donc  les  trois  équa- 
tions 

'""^^P    =y(Ax  +  Bj--i-C.), 
=  /.(Ax+BjH-C2), 

^_^^^=-MA.-:-B,--.C3), 

dont  une  quelconque  est  la  conséquence  des  deux  autres. 

Chacune    de   ces    équations,   par  l'élimination    de    la  fonction 
arbitraire,  reproduira  l'équation  (8).  Si  nous  prenons,  par  exemple, 

la  dernière, 

A-i-Cp=(B-i-Cî)|(5), 


Aq 

-Bp 

B- 

f-Cr/ 

Xq 

-hp 

A 

4-Cp 
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on  en  tire,  en  diflerentiant, 

c[r-s-He]]  =  [B  +  Cq)-y[e)p^, 

d'où,    en  éliminant  ^'{0)   par   division,   et  remplaçant  ^{ô)  par 

A-hCp          .     dO     âO  .  ,  -1     •      , 

—^5  puis  -— j  -V-  par  leurs  valeurs,  il  vient 

B-\-Cq     ^  dr     Ôf  ^ 

{B  -hCq)r—  {A-]-'Bp)s        A-i-C/7 


{B-hCq).f  —  {A-hBp)t        B-hCq 
c'est-à-dire  Téquation  (8). 

1042.  VI.   Surfaces    réglées   à  droite  directrice.   —  Si    l'on 
représente  par 

(i)  X  ^  A.Z -\- a,     y  z=Bz -^  b 

les  équations  de  la  droite  fixe  sur  laquelle  doit  constamment 
s'appuyer  la  génératrice,  celle-ci  sera  l'intersection  d'un  plan 
quelconque  passant  par  la  droite  (i)  avec  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  des  zx.  On  peut  donc  représenter  cette  génératrice  par 
l'ensemble  des  deux  équations 

(2)  a[.v  —  Az  —  «)=:j  — Bz  —  b,      z  =  px-i-y, 

auxquelles  il  faut  joindre  deux  équations  de  liaison  entre  les  trois 
paramètres  a,  jS,  y  : 

(3)  P^  =  f{-],     7  =  XH- 

En  éliminant  ce,  /3,  y  entre  ces  quatre  équations,  on  trouve,  pour 
l'équation  de  la  surface. 


z 


j  —  Bz  —  b\  /)-  — Bz 


=  ,r  y -+-  7  , 

^x  —  Az — aj  '  \x  —  Az  —  a 

Eliminons  maintenant  les  fonctions  arbitraires  cp  ely^.  Si  on  laisse, 
pour  abréger,  a  au  lieu  de  sa  valeur,  on  a,  en  différentiant. 
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d'où  l'on  tire 

, ^ ,  p  —  'j>{v-\ dx 

df 

Or,  en  posant,  pour  abréger,  x — Ar  —  rt=:X, ->  — B-  —  />  =  Y, 
on  a 

a«  _  — X.B/?  — Y(i  — Ap]        dy.  __  X[i  — Bry  ]  4-  Y.  A7 
(?^  ~  X^  '      dj-  ~  X^  ' 

cl  ou,  a  cause  de  a  =  — > 


(A«  — Bip  —  a 

"  (Ak  — B)7  4-  I 

Mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (5),  celle-ci  devient 

(6)  p  +  [a  -  (  Aa  -  B)  '^[u]]q  —  '^(«)  =  o. 

Différentiant  maintenant  cette  équation  par  rapport  à  jc  et  à  j  , 
on  en  tire  par  division,  en  mettant  pour  -r-  :  —  sa  valeur, 

[(Aa  —  B)ry  +  iV'  —  [(Aa  —  B)/J  —  «].y  _  (Aa  — B)/;  —  « 

[(  Aa  —  B)  7  4-  Iji-  —  [(  Aa  —  B)/^  —  a]  f  ~  (Aa  — B)^'-i^l  ' 

OU,  en  posant 

f  A  «  —  B  )  /J  —  g  _  [A(  j  —  Z>)  —  B  (j:  —  a)]/;  —  (  j  —  Bj  —  /^)  _  P 
(Aa  — B)^  -+-I  ~~     [A(j-— ^)  —  B(.r  — «)]7 +  .f—  A:;  — a    ~  Q' 

(7)  Q2/— 2PQ.v  +  P2^=o, 

équation  aux  dérivées  partielles  de  la  famille  de  surfaces  consi- 
dérée. 

Si  l'on  prend  la  directrice  (1)  pour  axe  des  z,  alors 

A  =  B=«  =  ^  =  o,     P  =  — y,     Q  =  a:, 
et  l'équation  (j)  devient 

(8)  JC-r-\- 2.xj'S  +  )-t  :=:  o. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infuiit.,  III.  1  2 
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1043.  On  peut  trouver  directemenl  l'équalion  (7)  par  des  con- 
sidérations géométriques.  La  génératrice  est  l'intersection  du  plan 
tangent 

(9)  ■Ç  —  Z=p{i-.r)+q{-o  —  r) 

avec  un  plan  passant  par  le  point  {x,r,  z)  cl  par  la  droite  (1),  et 
a\ant  par  conséquent  pour  équation 

'  X  —  Az  —  a        j'  —  Bz  —  u 

OU,  en  posant,  pour  abréger,  x — A^  —  a:=^S.,  y  —  B^  —  b=^\, 

Ç_,,._A(?-s)    r.-r-Brç-z) 


^     '  X  Y 

Si  l'on  passe  du  point  {x,j^  ")  à  un  point  [x-+-c]x,  j-\-dj',  z-\-dz) 
situé  sur  la  même  génératrice,  c'est-à-dire  tel  que  l'on  ait,  en  fai- 
sant ^  ^  .  , •  + ^/x,  etc., 

(  I  a  )  dz=  f  (Ix  H-  q  dr, 

,    ,,  r/.r~Arh         ,]y  —  \^dz 


X 


les  équations  (9)  et  (10),  où  l'on  aura  augmenté  x  de  dx,  y  de  dy, 
z  de  dz,  donneront  encore  les  mômes  valeurs  pour  \,  yj,  (^,  les 
deux  nouveaux  plans  se  coupant  suivant  la  même  génératrice.  Les 
équations  (9)  et  (10)  subsisteront  donc  en  même  temps  que  leurs 
différentielles  par  rapport  àx,j>  ,  z.  En  différentiant  l'équation  (10) 
et  ayant  égard  à  cette  équation  elle-même,  on  retrouve  l'équa- 
tion (i3).  En  différentiant  l'équation  (9)  et  ayant  égard  à  (12),  il 
vient 

(l4)  [\  —  .r]dp-\-[n—y]dq  =  o. 

Si  l'on  élimine  ^ — z  de  (11),  au  moyen  de  l'équation  (9),  il 
vient 

[\  —  ky^  [l.  —  x)  ^  Aq[x  —  r\  _  —'Bp{^~x]-h  (i  — B7)  {r,  —  v) 


ou,  en  remplaçant  |  —  x,  r, — j  par  les  quantités  — dtj,  dp,  qui 
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leur  sont  proportionnelles  en  vertu  de  (i4)>  6t  adoptant  les  nota- 
tions du  numéro  précédent, 

Lliminant  de  même  dz  de  (i3)  au  moyen  de  (12),  on  trouvera 

—  Vdxz=Qdr. 
Développant  les  valeurs  de  dp,  dr/,  et  éliminant  entre  ces  deux 

dj 


équations  le  rapport  -r-,   on  retrouve  1  équation  (  ^7 


1044.  Enfin  on  peut  obtenir  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  avec  une  fonction  arbitraire,  qui  seront 
des  intégrales  premières  de  l'équation  (y). 

En  effet,  les  équations  de  la  génératrice  (9)  et  (11)  peuvent,  en 
éliminant  tour  à  tour  ^  —  z  el  ri  — y,  se  mettre  sous  la  forme 


r,  —  y 


Q  —  P  pX-hqY 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

P,  P 

Si  l'on  coupe  toujours  la  surface  par  le  même  plan  aX  —  Y  =:  o, 

Y 

c'est-à-dire  si  le  rapport  a  =  —  reste  constant,  la  génératrice  devra 

A. 

rester  constante,  et  par  suite  aussi  les  coefficients  qui  la  déter- 
minent, 

—  »      2 x, 

Q  Q 

p  p 

et  cette  génératrice  et  ces  coefficients  varieront  seulement  avec^a. 
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Donc  on  devra  avoir  les  quatre  équations 

pX-\~qY  pX^qY 

- — Q-^  =?(«). Q -^^ /.(«)» 

P  P 

La  première  de  ces  équations  peut  s'écrii'e 
p-hqcc 


;Aa  — B)7  +  I 


=  ?[<^j 


et  l'on  voit  que  ce  n'est  autre  chose  que  l'équation  (6)  du  n°  1042. 
La  seconde  est  équivalente  à  celle  que  l'on  obliendrait  en  élimi- 
nant <?(«)  entre  les  équations  (4)  et  (6).  Ensuite  l'équation  (5) 

peut  s'écrire 

p  —  ^{u)  _^ 


—  » 


^1  Q 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  le  premier  membre  par  sa  valeur  tirée 

de  (6), 

et  cela  montre  que  la  troisième  équation  est  une  conséquence  de 
la  première.  Enfin,  à  cause  de  j=  Y  -h  Iti z  -h  b  =  uX  -h  B z  -{-  b , 

on  a 

p 

j  -\ .t:  ■=:  u[x  —  Az  —  û)  -hBz  -+-  b  —  [«  —  (A«  —  B)  'f[x)]x 

z=—[AcK  —  B)[z  —  X'j,[u]]  —  ax-\-/j 
=  —  (Aa—  B)x(«)  —  rt«+  /<, 

ce  qui  fait  voir  que  la  quatrième  équation  est  une  conséquence  de 
la  deuxième. 

Si  l'on  prend  la  directrice  fixe  pour  axe  des  z,  ces  équations 
deviennent 

px-h(jy  =  xy(-],       Z~  px  —  qyz=yj^ 


lOio.  Comme  exemple  d'une  sui-face  appartenant  à  cette  famille, 
nous  citerons  le  biais  passé,  engendré  par  une  droite  s'appuyant 
sur  deux  cercles  verticaux,  dont  les  diamètres  sont  deux  droites 
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égales  et  parallèles  situées  dans  le  plan  horizontal,  et  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  ces  deux  diamètres  et  passant  par  le  centre  du 
parallélogramme  dont  ces  diamètres  sont  les  côtés  opposés. 

Si  l'on  choisit  cette  droite  horizontale  pour  axe  des  z,  les  équa- 
tions de  la  génératrice  seront,  en  prenant  l'axe  des  x  équidistant 
des  deux  cercles, 

(1)  J  =  «.r,       3  =,5.^+7, 

et  celles  des  deux  cercles  directeurs, 

(2)  [.r.-a]^-^y-'  =  c\      z  =  -b, 

(3)  (.r  +  ^,)2+,-2_c2,      z=b. 

Eliminant  oc^y,  z  entre  les  équations  (i)  et  (2),  puis  entre  les 
équations  (i)  et  (3),  on  a  les  deux  relations 

d'oii  l'on  tire,  par  soustraction, 

(5)  [(i-t-««)Z-  +  r/p]y  =  o. 

Cette  équation  admet  d'abord  la  solution  y=o,  qui  donnerait 
p  =  -1  et,  par  suite,  l'une  ou  l'autre  des  équations  (4)  deviendrait 

équation  d'un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  du  parallélo- 
gramme et  pour  sections  circulaires  les  deux  cercles  donnés.  Mais 
ce  cône  ne  satisferait  pas  à  la  condition  qu'exige  la  construction 
d'une  voûte  s'appuyant  sur  les  deux  demi-cercles  supérieurs. 
Prenant  donc  l'autre  solution  de  l'équation  (5), 

a 

on  tire  de  l'équation  obtenue  par  l'addition  des  équations  (4  )> 

(l-f-a2)(è^  +  V-)  -^iahp  =  [c''-a^)p\ 
la  valeur 
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Subsliluant  dans  la  seconde  équation  (i)  les  valeurs  de  j3,  y  et 
celle  de  a  =  —■)  on  a,  pour  l'équation  de  la  surface  cherchée, 


-  .rz  -4-  .r-  -4-  y  |     :=  c-.i' 

1046.  VII.  Surfaces  dcveloppnhles.  —  On  appelle  surface 
déweloppable  une  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite  dont  deux  positions  consécutives  se  coupent  (ou,  plus  exac- 
tement, ont  une  distance  infiniment  petite  d'ordre  supérieur  au 
second  [630]).  Le  lieu  des  intersections  successives  de  cette  géné- 
ratrice est  une  courbe  à  laquelle  toutes  les  positions  de  la  généra- 
trice sont  tangentes,  et  que  l'on  nomme  Varéte  de  rehroussenient 
de  la  surface. 

Soient 

(i)  «  =  ?(7),    P  =  yAy) 

les  équations  de  cette  courbe.  Celles  de  la  génératrice  seront 

[l)  .r-a  =  '/[y)[z-y),      r  -  f.  = //(  y)  (c  -  y  ). 


DifTérentiant  ces  deux  équations  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport 
Aj^  il  vient,  eu  égard  a  ce  que  —  =  <p  (y),    -j-  =  //(y), 


\    »-/-/(7)='/'(7)(--7)^^  -'7?'(7)='/'i7)(^-7]^' 

-7V:(7)  =  //(7)(--7)^.'  i-'7/:(7)=/:'(7)(--7)j)- 
On  lire  de  là,  par  division, 

i— /7(p'(y]      /'(y)  —q'Ay) 


-PV.Vl)  Z  i7j         i-'/Zi7, 


L'élimination  de  y  entre  ces  deux  équations  conduit  à  une  relation 
entre  p  et  y,  de  la  forme 


Q  =  -^\Pi 


13  étant  une  fonction  dépendante  des  fonctions  arbitraires  y  et  y^. 
En  différentiant  cette  équation  (4)  par  rapport  à  a:  et  à  j',  et 
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éliminant  ct'(/)),  on  a,  pour  l'équation  générale  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  des  surfaces  développables 

(5)  rt  —  s'-  =  o. 

1047.  Autrement,  on  peut  obtenir  directement  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  (4)-  En  effet,  deux  généra- 
trices consécutives  sont  dans  un  mêjne  plan,  tangent  à  la  surface 
le  long  d'une  de  ces  génératrices.  Si  donc  le  point  {x,  j,  z)  se 
déplace  le  long  d'une  génératrice,  les  coefficients  de  l'équation  du 
plan  tangent 

'Cz^  p'i_  -\-  qr,  -{-  z  —  px  —  qy^ 

savoir 

p.    q,    -  —  p'—qy, 

resteront  tous  les  trois  constants.  Remarquons  d'ailleurs  que,  si 
dp  et  dq  sont  nuls,  di^z — px  —  qj)  est  aussi  nul,  et  par  suite  la 
constance  des  deux  premiers  coefficients  entraîne  celle  du  troi- 
sième. De  plus,  si  q  variait,  par  exemple,  sans  que  p  variât,  la 
trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  des  zx  se  déplacerait  parallèle- 
ment à  elle-même,  et  par  suite,  le  plan  tangent  se  mouvant  paral- 
lèlement à  une  droite  fixe,  la  surface  serait  un  cylindre  [1025].  En 
excluant  ce  cas,  on  voit  que  p  et,  par  suite,  z  — -  px  —  qj  doivent 
varier  avec  q.  Donc  deux  quelconques  de  ces  quantités  sont  fonc- 
tions delà  troisième,  ce  qui  donne  d'abord  l'équation  (4),  puis  les 
deux  équations  équivalentes 

Z—px^qX  =  -!j[p],       z  —px  ^qj   =r,^[q]. 

1048.  On  peut  trouver  aussi  de  la  même  manière  l'équation  du 
second  ordre  (5).  Si  p  el  q  sont  constants  ensemble  pour  la  valeur 

de  —  qui  répond  à  la  génératrice,  cette  valeur  devra  donner  à  la 

fois 


c'est-à-dire 


dp  :^=  0,     dq  =  G, 


ly  dr 


dx  '  d. 

d'où  l'on  tire  l'équation  (5). 
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1049.  VIII.  Surfaces  réglées.  —  Les  équations  de  la  génératrice 
d'une  surface  réglée  quelconque  sont  de  la  forme 

(l)  x=v.z-{-%      y^z-/z-\-o, 

les  quatre  paramètres  a,  [3,  y,  ^  étant  liés  entre  eux  par  trois  rela- 
tions arbitraires,  telles  que 

Pour  éliminer  ces  fonctions  arbitraires  ,  différentions  les 
équations  (i)  par  rapport  à  x  et  à  y,  en  faisant,  pour  abréger, 
dp 


-j-  ==.  j3i',  etc.  Nous  aurons  ainsi 


d'où 


J  —  pv.  ■ 

=  (^  +  '^)K' 

—  q<A 

d« 

dx         I  —  pa. 
dv.           —  qv. 
Ty 

P'i 


_  I  -  ^7  a 

dy 
et  par  suite 

(3)  pc+qy^i. 

Différentiant  maintenant  celte  dernière  équation,  on  a 
ra  +  sy  +  ^p  -f-  ry/  )  ^  =  o, 

su-hty+[p  +  qy  )-JJ.=^y 

,,,,..                             ,              ,                      dy.     dv.                    ,                7 
d  ou,  en  divisant,  et  remplaçant  le  rapport  y-  I  —  par  sa  valeur i 

ra.  -\-  sy  7 

SOL-{-  ty  V. 

c'est-à-dire 

(4)  r«- -+- '2J«7 -+■  ^7^  =  o. 

Différentiant  enfin  une  troisième  fois,  et  désignant,  avec  Monge, 
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par  u,  m,  w,  i>  les  quatre  dérivées  partielles  du  troisième  ordre 

d^z         d^z  d^z         d^z 

d.r^       ùx'^dy       d.rdy-       âj^ 

on  trouvera  de  la  même  manière  l'équation 

(5)  ««3  +  3iac}y  +  3n'u'/^  -{-  «■yî  =  O. 

Eliminant  entre  les  équations  (4)  et  (5)  le  rapport  -,  on  a,  pour 
l'équation  générale  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées, 


o      r 
o     o 


t       o 

•2.S        t 

r         is 


u     3  tu     3«'     (' 
OH         3  ta     3  (»' 


§  ni. 

DES    SURFACES    ENVELOPPES.    FORMATION    DES    ÉQUATIONS    AUX 

DÉRIVÉES    PARTIELLES    DU     PREMIER    ORDRE    ISON    LINÉAIRES. 

lOoO.  L'enveloppe  d'une  surface 

(i)  T{x,j',z,k)=o, 

dont  l'équation  renferme  un  paramètre  arbitraire  a,  s'obtient  [1008] 
en  éliminant  a  entre  l'équation  (i)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a 

.    .  dF 

^     '  Ou 

L'ensemble  des  équations  (i)  et  (2)  représente  la  courbe  d'in- 
tersection de  deux  enveloppées  consécutives;  cette  courbe,  qui 
peut  être  considérée  comme  la  génératrice  de  l'enveloppe,  porte  le 
nom  de  caractéristique  de  l'enveloppe. 

Le  lieu  des  intersections  successives  de  la  caractéristique,  que 
l'on  obtient  enjoignant  aux  équations  (i)  et  (2)  la  dérivée  seconde 

(3)  d^  =  °' 


se  nomme  V arête  de  rebroussemeiit  de  l'enveloppe. 
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lOol.   Considérons  maintenant  une  équation  à  deux  paramètres 
arbitraires 

(4)  F(^,r,3,«,3)  =  o. 

Si,  entre  celte  équation  et  ses  deux  dérivées  partielles  par  rapport 
à  x  et  dy, 

'àF\  fàF' 


on  élimine  les  paramètres  a.  et  [t>,  on  obtiendra  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  non  linéaire  en  général, 

(6)  f{.T,J,Z,p,fj)  =  0, 

qui  représentera  ime  propriété  commune  à  toutes  les  surfaces  de 
la  double  série  représentée  par  l'équation  (4). 

Par  exemple,  si  l'on  donne  l'équation  générale  des  sphères  de 
rayon  donné  R,  ayant  leur  centre  dans  le  plan  des  xy, 

il)  [j:  —  u;--h{r  —  pY'^z^=R\ 

on  a,  en  dillércntiant  par  rapport  à  x  et  ày, 

X  —  «  4-  p 3  =  o,     y  —  p  -\-  qz  =  o, 

d'où,  en  éliminant  «  et  j3, 

(8)  (;.^  +  ^^  +  I)--  =  R^ 

équation  aux  dérivées  partielles  qui  exprime  que,  dans  toutes  les 
sphères  (7),  la  longueur  de  la  normale,  comprise  entre  le  point  de 
la  surface  et  le  plan  àesxj,  est  constamment  égale  à  R. 

1052.  Parmi  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  l'équalion  (4)  et 
par  suite  aussi  à  l'équation  (()),  on  peut  choisir  celles  dans  lesquelles 
a  et  [3  sont  liés  par  une  relation  aibili-aire 

(9)  13  =  ?(«)- 

Ces  surfaces,  dont  l'équation  générale  devient 

(10)  F[x,  r,  0,  «, '^(a)]  =  G, 

necontiennentplus  qu'un  seul  paramètre  arbitraire  a,  et  auront  une 
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enveloppe,  que  l'on  obtiendra  [lOoO]  en  éliminant  a  entre  l'équa- 
tion (10)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a, 

(M)  ^+^'/(«)=«- 

D'après  l'équation  (i  i),  a  devient  une  fonction  des  coordonnées, 
que  l'on  devra  substituer  à  la  constante  dans  l'équation  (lo).  Or, 
si  l'on  difTérentie  l'équation  (4)  ou  (lo)  par  rapport  à  x  et  'a  j,  en 
y  considérant  a  et  par  suite  aussi  ,6  comme  des  variables  déterminées 

^  ,  •  /        \  r      \      ^  dv.  Ôv.  , 

par  les  équations  (iij  et  (9),  les  termes  en  -r-  et  ^  provenant  de 

la  variation  de  a  disparaîtront  en  vertu  de  l'équation  (11),  de  sorte 
que  les  équations  dérivées 

ôx  I  \<Jj' J 

prendront  la  même  forme  que  si  a  et /3  étaient  des  constantes, 
comme  au  11°  lOol.  Donc  l'élimination  de  a  et  de  (3  entre  les  trois 
équations  F  =  o  et  (12)  conduira  à  la  même  équation  (6)  que  si  a 
et /3  étaient  des  paramètres  constants. 

Donc  l'équation  aux  dérivées  partielles  (6)  convient  à  l'enveloppe 
de  la  catégorie  de  surfaces  déterminée  par  l'équation  (4),  dans 
laquelle  on  assujettit  a  et  (3  à  une  relation  arbitraire  (9).  Donc 
l'équation  (6)  admet  pour  intégrale  non-seulement  l'équation  (4), 
renfermant  deux  constantes  arbitraires,  mais  encore  l'équation 
résultant  de  l'élimination  de  a  entre  les  équations  (lo)  et  (11), 
équation  qui  dépend  delà  détermination  de  la  fonction  arbitraire  ç. 

J033.  On  voit  que,  lorsque  l'on  connaît  l'intégrale  (4))  avec 
deux  constantes  arbitraires,  que  l'on  nomme  Vintégrale  complète 
de  l'équation  (6),  il  est  aisé  d'obtenir  l'intégrale  représentée  par 
l'ensemble  des  équations  (10)  et(i  i),  et  que  l'on  appelle  ViiUégrale 
générale,  renfermant  une  fonction  arbitraire  qui  peut  amener  une 
infinité  de  constantes  arbitraires.  Il  suffit  pour  cela  de  considérer 
l'une  des  arbitraires  (3  comme  une  fonction  de  l'autre  a,  et  d'élimi- 
ner a  entx-e  l'équation  (4)  ou  (10)  et  sa  dérivée  (11)  par  rapport  à  a. 

L'ensemble  des  équations  (10)  et  (11)  représente  la  caractéris- 
tique de  l'enveloppe  déterminée  par  l'intégrale  générale. 


i3: 
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Si,  au  lieu  de  l'intégrale  complète,  on  connaissait  l'intégrale 
générale,  on  pourrait  en  déduire,  réciproquement,  l'intégrale 
complète,  et  cela  sous  une  infinité  de  formes  différentes.  Il  suffirait, 
pour  cela,  de  particulariser  d'une  manière  quelconque  la  fonction 
arbitraire  9 (a),  de  façon  qu'elle  renfermât  deux  constantes  arbi- 
traires, et  d'éliminer  ensuite  a  entre  les  équations  (10)  et  (11) 
ainsi  obtenues. 

lOoi.  Par  exemple,  si  dans  l'équation  (7)  on  pose  (3  =  0  (a), 
l'enveloppe  de  la  sphère  mobile  dont  le  centre  décrit  la  courbe 
fi  z=  a(oc)  sera  représentée  par  l'ensemble  des  équations 

(  (.r-«)'-l-[r-^(«)]''+3^=R^ 
(   .x— « +[j  — '^( a )]©'(«)=  O, 

d'où  l'on  éliminerait  oc.  Cette  enveloppe  porte  le  nom  de  surface- 
canal.  Elle  jouit,  aussi  bien  que  les  sphères  enveloppées,  de  la 
propriété,  exprimée  par  l'équation  aux  dérivées  partielles  (8), 
que  la  longueur  de  la  normale  est  constamment  égale  à  R. 

De  l'intégrale  générale  (i3  )  on  tire  la  solution  complète  (7)  en 
prenant  o(a)  =  j3  et  a  pour  constantes.  On  en  trouvera  une  autre 
en  posant  9(a)  =  <7a  4- Z),  «et  Z»  étant  des  constantes,  et  élimi- 
nant a  entre  les  équations 

(.r  _  «)2  +  (  j  —  a  a  —  1,]'-  +  z^  =  R^ 
j:  —  c/.  -\-  [j  —  au  —  ^ )  «  z=  o, 

ce  qui  donne  l'équation  d'un  cylindre 

(,3)'  ^•^^-""7'"  +  z^  =  R^ 

qui  a  également  pour  enveloppe  une  surface-canal,  et  dont  l'équa- 
tion conduit  encore,  par  l'élimination  des  constantes  a  cl  b,  à  la 
même  équation  aux  dérivées  partielles  (8). 

1055.   L'équation  aux  dérivées  partielles  (6)  est  encore  vérifiée 
par  l'équation  que  l'on  obtient  en  éliminant  les  deux  constantes  a 
et  [î  entre  l'équation  (4)  et  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  ces 
deux  constantes 
.   ,.  ^F  dF 
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qui  entraînent  l'équation  (i  i).  La  relation  ainsi  trouvée  ne  contient 
plus  ni  constante  ni  fonction  arbitraire.  Elle  représente  une  sur- 
face tangente  à  la  fois  à  toutes  les  surfaces  représentées  tant  par 
l'intégrale  complète  que  par  l'intégrale  générale.  On  l'appelle  la 
solution  singuliè/-e  de  l'équation  (6). 

Ainsi,  si  l'on  élimine  a  et  (3  entre  l'équation  (  j)  et  ses  deux  dé- 
rivées partielles  par  rapport  à  a  et  à  |3 

x  —  (/.  =  o,     y  —  p  =  o, 
on  a  l'équation 

qui  représente  deux  plans  tangents  à  la  fois  à  toutes  les  sphères  (7), 
à  toutes  les  surfaces-canaux  (i3),  à  tous  les  cylindres  (i3)',  et  qui 
est  la  solution  singulière  de  l'équation  (8). 

IO06.  Ainsi  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
non  linéaire  (6)  est  susceptible  de  trois  sortes  de  solutions;  elle 
admet  : 

1°  Une  solution  renfermant  deux  constantes  arbitraires  et  cor- 
respondant aux  enveloppées  individuelles.  C'est  Vintégrale  com- 
plète. 

1'^  Une  solution  dépendant  d'une  fonction  arbitraire,  solution 
qui  se  déduit  de  l'intégrale  complète,  en  établissant  entre  les  deux 
constantes  arbitraires  de  celle-ci  une  relation  arbitraire,  et  élimi- 
nant ces  constantes  entre  celte  relation  arbitraire,  l'équation  pro- 
posée et  la  déi'ivée  de  cette  dernière  prise  par  rapport  à  l'une  des 
constantes,  dont  l'autre  est  une  fonction.  C'est  Vintégrale  géné- 
rale, représentant,  pour  chaque  détermination  de  la  relation  arbi- 
traire, l'enveloppe  de  la  série  de  surfaces  correspondante,  repré- 
sentée par  l'intégrale  complète. 

3**  Une  solution  ne  renfermant  plus  ni  constante  ni  fonction 
arbitraire,  et  représentant  une  surface  tangente  à  toutes  les  enve- 
loppées données  par  l'intégrale  complète  et  à  toutes  les  enveloppes 
données  par  l'intégrale  générale.  C'est  la  solution  singulièj'e,  qui 
se  tire  de  l'intégrale  complète  en  éliminant  les  deux  constantes 
entre  celte  intégrale  et  ses  deux  dérivées  partielles  prises  par  rap- 
port à  ces  constantes. 

1057.   Prenons   encore   comme  exemple  l'enveloppe  des  posi- 
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lions  diin  plan 

(l5)  z  =  a -f-  Sx  +  7J-. 

Les  trois  paramètres  a,  |3,  y  doivent  elre  liés  par  deux  relations 

(,6)  P  =  ?[-),     '/  =  /-(«). 

En  différenliant  l'équation  (lo)  par  rapport  à  a,  et  ayant  égard 
aux  équations  (i6),  il  vient 

(17)  o=z  \-\- x'f'[a.]  -\-y/l{y.). 

Si  l'on  élimine  a,  (3,  y  entre  les  équations  (i5),  (16),  (17),  on 
aura  l'équation  de  l'enveloppe,  qui  est  une  surface  développable. 
L'ensemble  des  équations  (ï5),  (16)  et  (17)  représente  la  carac- 
téristique, qui  est  une  droite,  et  l'élimination  de  a  entre  ces  mêmes 
équations  et  l'équation 

donnera  l'équation  de  l'arête  de  rebroussement. 

Si  l'on  suppose  que  la  fonction  y^{a)  dépende  de  la  fonction  ç;(a) 
suivant  une  loi  donnée,  exprimée  par  la  relation 

l'équation  de  l'enveloppée 

(18)  3=a-f-S.r-f/(;3)j 

contiendra  deux  constantes  arbitraires  a,  {3;  celle  de  l'enveloppe 
dépendra  d'une  fonction  arbitraire  (3  =  ?(^-)' 

En  considérant  a  et  (3  comme  des  constantes,  les  deux  dérivées 
partielles  de  l'équation  (18)  sont 

d'oiî  l'on  tire,  par  l'élimination  de  p, 

(19)  9=^Ap)^ 

équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  satisfait  le  plan  mobile. 
Si  l'on  considère  l'enveloppe,  pour  laquelle  a  est  variable  et  [3 
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fonclion  de  a,  alors  on  a  les  équations 


,=/(3)H-[i  +  ,.|h-,-/'(S)|] 


ày 


qui  se  réduisent  à  p='^,  ^=^"([3)  en  vertu  de  l'équation  (17), 
et  d'où  l'on  tire  encore  l'équation  (19). 

Enfin,  si  l'on  voulait  avoir  la  solution  singulière,  il  faudrait  dé- 
terminer a  et  j3  par  les  équations  (i4)>  qui  deviennent  ici 

0  =  1,      o=.r  +  r/'(S), 

et  dont  la  première  est  impossible.  On  voit  donc  qu'il  n'y  a  pas, 
dans  le  cas  actuel,  d'enveloppe  générale  correspondant  à  une  so- 
lution singulière. 

i0o8.  Plus  généralement,  supposons  que  l'on  donne  une  équa- 
tion, entre  la  fonction  z,  les  n  variables  indépendantes  X\,  Xo,  . . ., 
Xn,  et  n  paramètres  arbitraires  a, ,  ao»  •  •  • ,  ««> 

(20]  F(::,  .rj,  .  .  . ,  .r„,  «i,   .  .  .,  a„  )  =  0, 

Entre  cette  équation  et  ses  n  dérivées  partielles 

1 ,  •  1        1 .  •    /        àz  dz       ,,.    .  , 

Pf,  ...,  p,i  désignant  les  dérivées  y -i    •••?  -^ — ?    éliminons  les 

n  paramètres  «(,  .  . . ,  a„  ;  on  obtiendra  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre 

(22)  /{z,  .Tj,   .  .  .,  .r„,/?,,   .  .  .,/?„)  =  O, 

dont  l'équation  (20)  sera  V intégrale  complète. 

Au  lieu  de  considérer  maintenant  a,,  .  . . ,  a„  comme  des  con- 
stantes, considérons-les  comme  des  variables  liées  entre  elles  par 
71  —  I  relations  arbitraires,  que  l'on  pourra  mettre  sous  la  forme 


(23)  Ki=y,(«„), 


fn-\\ 
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Alors,  quand  on  difTcrcnlicra  l'équation  (20)  par  rapport  à  Xi,  la 
variabilité  de  «i,  ...,  ««  introduira  dans  l'équation  dérivée  le 
terme 


Si  l'on  égale  à  zéro  le  multiplicateur  commun  des  dérivées  j-^?  •••> 

-r-^  dans  toutes  les  équations  dérivées,  celles-ci  se  réduiront  aux 

équations  (21),  comme  si  «i,  ...,  a,i  étaient  des  constantes,  et 
l'élimination  de  «),  .  . . ,  a„  entre  les  équations  (20)  et  (21)  con- 
duira encore  à  la  même  équation  aux  dérivées  partielles  (22). 
Donc  on  aura  encore  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles (22)  en  éliminant  a|,  .  .  . ,  a„  entre  les  équations 

(-24)     F  =  o,     «1  =  y,(«„),      ...,     «„_i  =  y„_i(«„),      f  — j--o, 

-r —  1  désignant,  pour  abréger,  la  dérivée  de  F  prise  par  rapport 

à  x„,  en  y  faisant  varier  les  quantités  a,,  .  .  .,  «,,_)  qui  dépendent 
de  0L,i.  On  a  ainsi  une  intégrale  générale  de  l'équation  (22),  ren- 
fermant n  —  I  fonctions  arbitraires. 

Si,  au  lieu  de  n  —  i  relations  arbitraires  entre  «j,  . .  .,  a,,,  on 
n'en  établit  que  n  —  2,  celles-ci  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

«i  =  ?i(«/i-n   ««).       ••■.      «/i-2  =  î'«-2(«/i-i>   ««)• 

Alors  la  variabilité  de  a,,  .  .  .,  a,i  ajoute  à  l'équation  dérivée  par 
rapport  à  Xi  les  deux  termes 

f  d?     ()«,  ()F     r)c<„_2  d¥ 


\dcii  Ôu,i  àxn-2     àv-n  àv.,i      )  O.rc 

En  égalant  à  zéro  les  deux  parenthèses,  toutes  les  équations  déri- 
vées se  réduiront  aux  équations  (21)  et  conduiront  encore  à  la 
même  équation  (22).  Donc  l'équation  (22)  est  susceptible  d'une 
seconde  intégrale  générale,  contenant  « —  2  fonctions  arbitraires, 
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et  représentée  par  l'ensemble  des  équations 

En  continuant  ainsi,  on  verra  que  l'équation  (22)  admet  des 
intégrales  générales  renfermant  n  —  3,  n  —  4»  •  •  «i  2,  i  fonctions 
arbitraires.  Ainsi  on  aura  une  solution  avec  n  —  k  fonctions  arbi- 
traires, en  éliminant  a^  . .  . ,  a„  entre  les  équations 

«1  =  ?l{^-n-k+l>   •  •  •»««)>        •  ■  •■,       ^■n-k=  ?n-A-{^-n,-k+l,  •  •  • -,  ««)> 

^  /      ()F      \  fdF\ 

On  aura  une  intégrale  générale  avec  une  fonction  arbitraire  en 
éliminant  a,,  ...,«„  entre  les  équations 

(^6)    F  =  o,     «,=  y.(«„. ..,«„),      (^|I)  =  o,    ...,    (£^ 

Enfin,  on  aura  une  solution  singulière  de  l'équation  (22),  ne 
renfermant  ni  constantes  ni  fonctions  arbitraires,  en  éliminant 
a,,  . . .,  a,i  entre  l'équation  F  =  o  et  ses  dérivées  par  rapport  aux 
n  paramèti'es, 

à^  _  ÔF  _ 

dcf-i         '     "      '     ôv-n 

On  voit  que  toutes  ces  solutions  diverses  se  déduisent  de  la 
seule  intégrale  complète  (20)  au  moyen  de  différentiations  et 
d'éliminations,  de  sorte  que  la  connaissance  d'une  intégrale  com- 
plète suffit  pour  obtenir  toutes  les  solutions  dont  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (22)  est  susceptible. 


§  IV. 

DES    ÉQUATIONS   AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES   EN    GÉNÉRAL,    DANS    LE    CAS 
DE    DEUX    VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

1059.   Soit  donnée  a  priori  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  et  supposons-la 

H. —  Cours  de  Calcul  infin.,  III.  I  J 
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,     1  <  i<  11'-'  -11  <^-  ^- 

résolue  par  rapport  a  1  une  des  dérivées  partielles  /?=  -r-5  </ =  -pj 

par  exemple  par  rapport  à  </,  de  sorte  qu'on  ait 

(i)  <7=/(-^,  j.  s.y^)» 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(2)  dyZ  —f[x,  y,  z,  p ]  dy. 

Pour  r=J)'o>  traçons  à  volonté,  dans  le   plan  représenté  par 
cette  équation,  une  courbe  arbitraire 

(3)  ^-'f(-), 

d'où  l'on  tire,  pour  la  valeur  de  p  correspondante, 

(4)  p  =  '/(.-)• 


En  mettant  pour  z  et  pour  p  ces  valeurs  initiales  dans  l'équa- 
tion (2),  on  aura,  pour  chaque  point  de  la  courbe  (3),  une  valeur 
de  l'accroissement  dyZ  correspondant  à  l'accroissement  dj  àe  j. 
Au  moyen  de  cette  expression,  on  pourra  construire,  dans  le  plan 
j-  =  yQ-\-  clj,  une  nouvelle  courbe  donnée  par  l'équation 

z  ==  o  (  .i"  )  +  r/,  z  =  y  1  (  -i'  )  • 

En  répétant  sur  cette  nouvelle  courbe  la  construction  que  nous 
avons  faite  sur  la  première,  on  obtiendra  de  même  une  troisième 
courbe  dans  le  planj^  =j^o-f-  idj,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
L'ensemble  de  toutes  ces  courbes  successives  aura  pour  limite  une 
surface  dont  l'ordonnée  sera  une  fonction  de  x  et  àcy,  satisfaisant 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles  proposée  et  dépendant  d'une 
fonction  arbitraire,  de  telle  sorte  qu'on  pourra  faire  passer  cette 
surface  par  une  courbe  donnée  arbitrairement  dans  un  plan  paral- 
lèle à  celui  des  zx. 

Remarquons  que,  si  l'on  considère  le  plan  des  zx  comme  plan 
horizontal,  la  construction  précédente  revient  à  la  détermination 
successive  des  lignes  de  niveau  de  la  sui'face  au  moyen  de  l'une 
d'entre  elles,  donnée  arbitrairement. 

1060.  Si  l'on  donnait  une  courbe  de  ïiiveau  parallèle  au  plan 
des  xj,  considéré  comme  horizontal,  on  ramènerait  ce  cas  au  pré- 
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cèdent  en  changeant  de  variables  indépendantes,  par  exemple  en 
considérant  y  comme  fonction  de  x  et  de  z.  Si  Ton  dififérentie 
sous  ce  point  de  vue  l'équation 


-=f{-^,j], 

on  aura 

o  =/'(-) 

m  \  ^y             ^y 

.=/'w| 

ôr 

d'où  l'on  tire 

I 

dy 

dx 

'^  =  dj''   ^  =  - 

dr' 

dz 

dz 

et  l'équation  proposée 

(l)  'P[^,J%Z,p,q)=0 

devient 


•2">  J 


On  rentre  alors  dans  le  cas  du  numéro  précédent. 

On  peut  aussi  faire  la  construction  sans  changement  de  variable 
dépendante.  Soit  donnée  ai'bitraircment  une  ligne  de  niveau  ayant 
pour  équations 

(2)  z  =  Zç„     j=x(.r). 

Lorsque  x  et  y  varieront  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation 
y  =  -^^(^x),  Z  ne  devra  pas  changer  de  valeur;  donc  l'expression 
dz  =  pdx  -+-  c/dj'-  devra  s'annuler  pour  dj  =  -/l[x)dx ,  ce  qui 
donne  la  condition 

(3)  p^<r/['^)  =  o, 

laquelle,  jointe  à  l'équation  donnée  (i),  déterminera  les  valeurs 
de  p  et  de  q  tout  le  long  de  la  ligne  de  niveau. 

Pour  construire  la  ligne  de  niveau  infiniment  voisine,  imaginons 
qu'en  chaque  point  de  la  première  on  mène  une  normale  infiniment 

i3. 
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petite,  pour  laquelle  ou  aura 


Si  l'on  désigne  par  y  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  l'axe 
des  z,  ou  l'angle  du  plan  tangent  avec  le  plan  des  xj.,  la  longueur 
</N  de  la  portion  de  normale  et  l'accroissement  dz  formeront  les 
côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  dont  l'angle  opposé 
à  dz  sera  y. 

On  aura  donc 

dz 

rfN  =  COtyf/z  =     ■ 

sip'  +  q' 

En  donnant  à  dz  une  valeur  constante  infiniment  petite,  on  con- 
struira les  extrémités  des  t?N  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (2), 
ce  qui  donnera  la  projection  de  la  seconde  courbe  de  niveau  sur 
la  première  et,  partant,  la  position  de  cette  seconde  ligne  de  niveau 
dans  l'espace.  Et  ainsi  de  suite. 

1061.   On  peut  encore,   au  moyen  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

obtenir  le  développement  en  série  de  la  fonction  z  suivant  les 
puissances  de  l'accroissement  de  l'une  des  variables,  de  y  par 
exemple. 

Soit  donnée,  en  eflet,  pour  j=j-o,  la  valeur  arbitraire  Zo  =  ç(x) 

de  z.  On  en  tire 

Po  =  y'(,r), 

et  par  suite 

Or  l'équation  (i)  peut,  par  des  différcntialions  et  des  éliminations 
successives,  faire  connaître  toutes  les  dérivées  de  z  prises  par  rap- 
port aux  deux  variables  x^  j,  ou  par  rapport  'aj  seulement,  au 
moyen  des  dérivées  de  ;:  prises  par  rapport  à  x  seulement.  On  a, 
en  effet, 

iV-z         ôf  df  ^  df  dp         àf  df        ôf    dq 
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ô^  z  ôû         ô^  z 

ce  qui  donne  --4  en  fonction  de  x,  y,  z,  p,  -r-  =  -r--*  On  conti- 

nuera  de  la  même  manière,  en  remarquant  que 

^d"z        -    dz 
d ()"  — 


df  d.t:"-  dx"' 

D'après  cela,  si  l'on  connaît  z  et  par  suite  p  -çouy  j=Jq,  on  en 
conclura  les  valeurs  pour  j^  =  J''o  ^^  toutes  les  quantités 

^       ^       ^       ^ 
dr''      df-''      df''      df'' 

On  connaîtra  donc  tous  les  termes  du  développement 

Si  les  valeurs  des  variables  sont  telles  que  la  série  soit  convergente, 
on  aura  donc  une  intégrale  générale  de  l'équation  (i),  renfermant 
une  fonction  arbitraire. 

1062.  Exemple.  —  Soit  l'équation  q  =  ap  ou 

dz  dz 

df  dx 

et  supposons  que,  pour  j' =  jo  =  o,  on  donne  la  valeur  de 
Zo  =  cp(a:).  L'équation  proposée  fera  connaître  successivement 

.dz 

d-z  d^z  "  df  ,d'z 

df  d.vdf  dx  dx- 

d^_    ^     dH     _    ,       df  _    3^ 
df^  dx- df  dx-  dx^ 

et  ainsi  de  suite,  d'où 

[11=  "■''<-;'  [|--1='"^"<^''  ■■■• 
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On  a  donc.  ])oiir  le  développement  de  z, 

=^  olx]  -^  ar  '—^ — -  -f-  a-  y-       ^     '  -+- 
^     '  l  1.2 

=  'i[x-\-aj). 


On  a  par  conséquent,  pour  l'intégrale  générale  sous  forme  finie  de 

l'équation  proposée, 

z=z'^[x  -V-ay], 

cji  désignant  vine  fonction  arbitraire. 

Remarque.  —  Les  méthodes  exposées  dans  les  numéros  pré- 
cédents ne  fournissent  pas  la  solution  singulière  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles,  parce  que  l'on  ne  construit  qu'une  valeur 
unique  de  q  et  que  l'on  ne  peut,  par  suite,  considérer  le  cas  où 
deux  valeurs  de  ^deviennent  égales,  ce  qui  a  lieu  en  chaque  point 
de  l'enveloppe. 

1063.  Considérons  maintenant  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles, dans  laquelle  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité, 
que  la  dérivée  la  plus  élevée  par  rapport  ky  ne  soit  affectée  d'au- 
cune différentiation  par  rapport  à  x,  de  sorte  que  l'équation  soit 
de  la  forme 

/  ^^        y, 

^_     )"'            dy'             ""      Jj'-' 
^   '  Oy"       -^  \ 

f     à'"  Z  l)'"'^^  Z  ()"'-^"'~^Z 


\  dx'"       dx"'dy  dx"'dy"-^ 

Si  l'on  diflerentie  cette  équation  par  rapport  à  j',  on  introduira 
dans  le  second  membre  les  quantités 

d"z        d"-^^z  ô'"-^"  z 


Oy"        ôxdy"  dx'"  ây" 

que  l'on  remplacera  par  le  second  membre  de  l'équation  (i)  et 
par  les  dérivées  partielles  de  ce  second  membre,  prises  une  ou 
plusieurs  fois  relativement  à  x,  de  sorte  que,  dans  la  valeur  de 
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-T ^^  il  n'entrera  que  des   quantités  différentiées  n — i  fois  au 

j„«+i  1  1 

plus  par  rapport  'aj. 

En  difl'érentiant  de  nouveau  par  rapport  àj'^,  on  introduira  en- 
core des  quantités  différentiées  n  fois  par  rapport  àj^,  et  on  les  éli- 
minera comme  tout  à  l'heure,  en  les  remplaçant  par  des  quantités 
différentiées  n  —  i  fois  au  plus  relativement  àj^etun  certain  nombre 
de  fois  par  rapport  à  x. 

De  cette  manière,  on  pourra  exprimer,  à  l'aide  de  l'équation  (i), 

- —  et  toutes  les  dérivées  des  ordres  supérieurs  prises  relativement 
dy"-  *  ^ 

à  Y  seulement,  au  moyen  de  x,  de  j'.  des  quantités 

dz        d-z  d"-'z 

(2]  ^,  ^.'     ^,.    •••'   ^p^, 

et  des  dérivées  de  ces  quantités  prises  par  rapport  à  x. 

Supposons  maintenant  que,  pourj-"  =j'-o,  on  donne  les  valeurs 
des  quantités  (  2)  en  fonctions  ai^bitraires  de  x  : 

(3)  o>(x),      'fi(^),      fi[-x),    •..,   y„-i(.r). 

Alors,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  connaîtra  les  valeurs,  pour 
j  =^jo,  de  toutes  les  quantités 


d"z        ()"-*-' 3       d"-*--z 


;î 


exprimées  au  moyen  de  x,  des  quantités  (3)  et  de  leurs  dérivées 
par  rapport  à  x.  On  connaîtra  donc  les  coefficients  du  développe  - 
ment  de  z  suivant  les  puissances  de  y — yo  '• 


àz~\  .r—jo   ,   [^'^1    (j— To' 


-[ll^-[P] 


'"'  [|].' 


étant  les  valeurs  de  -,  -r-'  ••*  pour  y  =  Yo',  et  la 
or  1         ./        ^ 

valeur  de  z  ainsi  obtenue  dépendra  des  ii  fonctions  arbitraires  (3), 
qui  expriment  les  valeurs,  pour  j^^^o»  de  z  et  de  ses  Ji  —  i  pre- 
mières dérivées  par  rapport  kj,  tout  le  reste  étant  complètement 
déterminé  au  moyen  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  donnée. 
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1 06  i.  Exemple.  —  Considérons  Y  équation  des  cordes  vibrantes 
En  posant,  pour  abréger,  -y-  =  z^,  on  tire  de  cette  équation 


a 


Si    l'on    suppose   données,    pourj)'=:o,   les   valeurs   z  =  Zo, 
z  =:  z lO  en  fonction  de  x,  il  viendra 

I  1.2     0>:-  1.1.6     uv- 

Posons  maintenant 

Zo  —  <j>{x]  +  x[.r),     z,(,  =  a '/ [.t]  —  a'/{.T), 


d'où 


2.  2«  '^'  2,  "2.(1 


Il  viendra 

«.  / 

x] 

+ 

1 

?' 

(-) 

+ 

a- 

1 

2 

?" 

(^) 

+ 

r/^  1 

-3 

^  —  ?1 

1  .2 

.3 

+  Z 

> 
.r 

— 

I 

(,r) 

-f- 

1 

2 

/." 

-) 

— 

<-/*  > 

3 

1  .2 

3 

c'est-à-dire 

•rM-. 


ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

1065.   Nous  allons  indiquer  comment  cette  équation  a  été  in- 
tégrée pour  la  première  fois  par  d'Alembert.  Elle  peut  s'écrire 

sous  la  forme 

dz         .     ^àz 

oy ()r 

ôy    ~       à.v 
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et,  SOUS  cette  forme,  elle  exprime  que  l'expression 

—-  dx  +  «-  -r-  dy 
Of  or-    " 

est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  u  de  x  et  de  }-,  de  sorte 
qu'on  a 


On  a  d'ailleurs 


-r-  clx  -+-  cû-  -—-  dy  =  du. 
dy  dx  -^ 


dz    ^  fh    ^ 

-7—  dy  H — -~  dx  =  dz. 
dy  •"        ùx 


d'où  l'on  conclut,  en  ajoutant  à  la  première  de  ces  équations  le 
produit  de  la  seconde  par  «, 


(!+"£)  ^^("+"^^)=^^("+"^ 


dz 


relation  qui  prouve  [778]  que  u-\-az  et  -r^  4- « -^  ne  peuvent 

Oy  ox 

être  que  des  fonctions  de  a:  -h  ay.  En  changeant  a  en  —  «,  on  voit 
semblablement  que  u — az  et  -y^  — a  -r—  ne  peuvent  être  que  des 
fonctions  de  a:  —  ay.  On  a  donc 

M  H-  «  z  =:  -^  (  .r  +  a  y  ) ,      u  —  «  r.  =  w  (  .r  —  a  y  ) , 

d'où  l'on  tire 

2(7  3  =  -^  (.r  H-  a  y  )  —  &)(.£•  —  «j-  ), 

ce  qui  est  la  môme  chose  que  l'intégrale  générale  trouvée  au  nu- 
méro précédent. 

1066.  Nous  allons  indiquer  encore  quelques  exemples  d'inté- 
gration d'équations  aux  déi-ivées  partielles  par  des  méthodes  par- 
ticulières. 

I.  Si  l'équation  proposée  ne  contient  que  les  dérivées  prises  par 
rapport  à  une  seule  des  variables  indépendantes,  on  pourra  consi- 
dérer cette  équation  comme  une  équation  différentielle  ordinaire, 
dans  laquelle  l'autre  variable  joue  le  rôle  d'un  paramètre  constant. 
Seulement,  après  l'intégration,  on  remplacera  la  constante  arbi- 
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traire  par  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  qui  a  joue  le  rôle 
de  constante. 

Ainsi,  si  l'on  donne  l'équation 

d.v 
P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x  et  dey,  son  intégrale  sera 

9(7)  étant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  r. 
L'équation 

qui  se  rapporte  à  l'équation  de  Clairaut  [8-47],  aura  pour  intégrale 

z  =  Y^4-/(Y), 

Y  désignant  une  fonction  arbitraire  de^'. 
De  l'équation 

Oy- 
oii  X  est  une  fonction  donnée  de  x,  on  tirera  [893] 

z  =  ^[.t]  cosXj  -f-/.(.r)  sinX^-, 

cp  et  j(  désignant  deux  fonctions  arbitraires. 

II.   Soit  l'équation 

â'z 
- — r h  ax'"  -h  br"  =  0. 

En  multipliant  par  dx  et  intégrant  par  rapport  à  x,  comme  s'ij^ 
était  une  constante,  il  vient 

dz        «.r'"-»-'        ,  ,    , 

dy        m  +  I  •"  ^^-^  ' 

Intégrant  maintenant  par  rapport  à  j,  considéré  comme  seule 
variable,  et  désignant  par  y^{j)  la  fonction  arbitraire  J'(p(j^)f()', 
il  vient 

ax"'+iy        b.vr"-^^ 

z-i ^  -^ =  y{j)  +-M-*'  • 
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L'équalion 


P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x  et  de  j-,  donne  d'abord,  en  prenant 

dz  ,    ^        .       . 

-3-  pour  la  lonclion  inconnue, 

On  en  tire  ensuite  z  en  intégrant  partiellement  par  rapport  k  y 
et  ajoutant  à  l'intégrale  une  fonction  arliitraire  de  x. 

III.  Considérons  l'équation  des  surfaces  développables  [1016], 

On  en  tire 

dz  ^=z  p dx  -k-  ^[p]  df, 

d'où,  en  intégrant  par  parties, 

z=px  -\-  t^[p)j—f[-r-h-j^'[p]]dp, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

d[z—j}x~Tj[p)r]  =  —  [.x+ym'[p)]dp. 

Il  résulte  de  là,  en  vertu  du  théorème  fondamental  du  n°  778,  que 
les  deux  quantités  z — px  —  ^{p)j  et  — x — J '^' {p)  doivent 
être  deux  fonctions  de  p^  dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  pre- 
mière. On  doit  donc  avoir 

z  —  px  —  Tn[p)x  ==  '^[p],       —  .r  —  ct'(/^)  J  =  'f'[p), 

et,  par  suite,  la  relation  entre  x,y,  z  s'obtient  par  l'élimination 
de  a  entre  les  deux  équations 

z  =  a.r  -I-  CT  («)  j  +  ©(a),       o  =:  t  -i-  îrr'[a)  j  -{-  '/(a), 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  c]ue  nous  avons  vu  au  n°  10o7. 

IV.  Soit  encore  l'équation 

Désignons  par  w  la  valeur  commune  des  deux  membres.  Des  équa- 
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lions  F(jr,  p)  ■=  co,  F,  [j,  <-/)  =  w  on  tirera 

;;  =  f(.r,  w),       q=/[j,oi), 

et  par  suite 

<73  =  f  (  .r,  w  )  (l.r  -+- /(  j',  w  )  r(>-. 

Si  Ton  pose  maintenant,  pour  abréger, 

X=/f(x,«)ar,     Y=ff{y,o.)dj, 
on  aura 

r/X  ==  f  (  j:,  w  )  d.r  -+-  -—  <r/oj,      r/Y  =/(  J,  w )  f (r  +  y-  ^/w, 
r-v  1  1       1^  V  A^  /^X  ()Y\  j 

Un  conclut  de  la  que  z  —  X —  Y   et  —     — 1 — r-      sont  deux 

fonctions  de  w,  dont  l'une  est  la  dérivée  de  l'autre.  Donc  l'inté- 
grale de  l'équation  proposée  est  contenue  dans  l'ensemble  des 
deux  équations 


=  X+Y  +  f[r.],       0=    ^ 


V. 


dX        ÔY 

•     X7  +  ? 


INTÉGUATION    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    ALX    DÉRIVÉES    PARTIELLES 
DU    PREMIER    ORDRE. 

1067.  On  entend  par  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
une  équation  dans  laquelle  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 
inconnue  n'entrent  qu'au  premier  degré,  sans  être  multipliées 
entre  elles. 

Le  problème  de  l'intégration  d'une  équation  linéaire  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  se  ramène  à  celui  de  l'intégration 
d'un  système  d'équations  simultanées  aux  dilTérentielles  ordinaires 
du  premier  ordre,  et  réciproquement. 

Soit,  en  effet,  un  système  de  n  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre, 

eh        dx        dy 

T  ~  X  ^  Y"^*   ■' 


» 
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entre  les  7i-\-i  variables  t,  x,j,  ...  et  leurs  différentielles.  Sup- 
posons que  l'on  ait  trouvé  les  intégrales  générales  de  ce  système 
et  qu'on  les  ait  résolues  par  rapport  aux  constantes  arbitraires 
qu'elles  renferment,  en  les  mettant  sous  la  forme 


les  fonctions  y,,  f-i,  ...  ne  contenant  plus  aucune  constante  arbi- 
traire. Ces  fonctions  y,,  /o,  ...,  qui  restent  constantes  en  vertu 
des  équations  différentielles  (i),  s'appellent  aussi  elles-mêmes  les 
intégrales  des  équations  (i). 

Toute  fonction  defi,f2,  ••-,  étant  constante  en  même  temps 
queyi,yo,  . . .,  est  aussi  une  intégrale  des  équations  (i). 

1068,  Remarquons  ensuite  que  les  quantités  T,  X,  Y,  ...  ne 
peuvent  pas  être  toutes  identiquement  nulles,  sans  quoi  il  n'y 
aurait  plus  d'équations  différentielles.  De  plus,  elles  ne  peuvent 
pas  devenir  toutes  nulles  en  vertu  des  équations  (2).  En  effet,  si 
la  fonction  T  n'est  pas  identiquement  nulle,  l'équation  T  1=  o  est 
une  relation  entre  les  variables  qui  ne  contient  aucune  constante 
arbitraire,  et  qui  ne  peut  subsister  en  même  temps  que  les  équa- 
tions (2),  puisque  celles-ci  doivent  être  telles  que,  pour  t  =  to, 
on  puisse  donner  k  x,  j,  ...  telles  valeurs  que  l'on  voudra. 

1069.  Supposons  donc  que  T,  par  exemple,  soit  différent  de 
zéro  (sauf  pour  des  valeurs  particvilières  de  t).  En  différentiant  la 
première  des  équations  (2),  il  vient 

(3)  ^./,+^./.  +  ;|^./^+...=o. 

^    '  dt  dx  dr 

Mais,  l'équation  Ci  =^1  étant  une  intégrale  des  équations  (i), 
l'accroissement  de^  doit  être  nul  toutes  les  fois  que  dt^  dx,  dj,  ... 
seront  proportionnels  à  T,  X,  Y,  . . . ,  quelle  que  soit  la  valeur  de 
la  variable  indépendante  t.  On  doit  donc  avoir,  quel  que  soit  t, 

(4)  ^T+^X+fiY-H...  =  o. 

^^'  dt  dx  df 
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Celte  relalion  (4),  ne  contenant  aucune  constante  arbitraire,  ne 
peut  être  qu'une  identité,  sans  quoi,  par  la  raison  que  nous  expo- 
sions dans  té  numéro  précédent,  elle  serait  incompatible  avec  les 
intégrales  générales  (2). 

Donc  toute  intégrale  des  équations  (i)  est  une  solution  de  Fé- 
qualioa  aux  dérivées  partielles 

(5)  t^+x|^+y|^+...  =  o. 

1070.  Réciproquement,  toute  solutiony=y,  de  Téquation  (5), 
c'est-à-dire  toute  fonction /"<  de  t,  x,y,  ..  .  qui  vérifie  identique- 
ment l'équation  (5),  sera  une  intégrale  des  équations  (i).  En  effet, 
on  a 

Or,  si  X,  y,  ...  sont  des  fonctions  de  t  telles  que  l'on  ait,  quel  que 

soit  L, 

dx  __  X       dj  _  Y 

7/7  ~  t'    ^  ~  t'     ■"' 

on  aura,  T  étant  supposé  ne  pas  s'annuler, 

-'*       T  \     ôt  ôx  dy 

expression  identiquement  nulle,  puisquey",  satisfaite  la  relation  (4). 

Donc  on  a 

dfi=io,    /i  =  const., 

lorsqu'on  substitue  dans  y,  des  valeurs  àex,j,  ...  en  fonction 
de  t  qui  satisfont  aux  équations  difiérentielles  (1).  Donc  fi  est 
une  des  intégrales  de  ces  équations  (i). 

Si  donc  on  a  n  solutions  distinctes  de  l'équation  (5),  c'est-à-dire 
n  solutions  telles  que  la  constance  de  l'une  quelconque  d'entre 
elles  ne  soit  pas  la  conséquence  de  la  constance  des  autres  (ce  dont 
on  s'assurera  en  vérifiant  que  leur  déterminant  fonctionnel  par 
rapport  k  x,j,  ...  n'est  pas  nul),  on  aura  les  intégrales  générales 
des  équations  (i)  en  égalant  ces  n  solutions  à  des  constantes 
arbitraires. 
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1071.  Une  fonction  quelconque  de  yi , /^o,  ...,  étant  une  inté- 
grale des  équations  (i),  sera  aussi  une  solution  de  l'équation  (  5). 
C'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  directement.  Soit,  en  effet,  F  une 
fonction  quelconque  âefi,/^,  ....  On  a 

dF  _  ()F  ^    ,    àF^  àf,  ^ 
àt  ~  dj\   dt  ~^  dj\    dt 
àF  __  à^  àf^  ^  dF  df^  ^ 
djr       dj\  dx    '    dfi  dx    ' 


En   multipliant   ces    équations    respectivement   par  ï,  X,  . . .   et 

d¥ 
faisant  la  somme,  chaque  quantité  -^  se  trouve  multipliée,  dans  le 

second  membre,  par  le  résultat  de  la  substitution  àefi  à^^dans  le 
premier  membre  de  (  5  ),  résultat  qui  estidentiquement  nul,  puisque 
fi  est  supposé  être  une  solution  de  cette  équation  (5).  Donc  on  a 

identiquement 

^  ^F       ^  dY       ^,  dF 

T-^+X-r--i-Y--+...=o, 
dt  dx  or 

c'est-à-dire  que  F  est  une  solution  de  l'équation  (5). 

1072.  Réciproquement,  toute  solution  F   de  l'équation  (5)  est 
une  fonction  des  7i  solutions  distinctes 

y  Ij   .'2)      ■  ■  ■  1   Jrii 

qui,  égalées  à  des  constantes,  donnent  les  intégrales  complètes 
des  équations  (i).  En  effet,  des  «  équations  qui  lient  ces  fonctions 
fijfo,  •  •  •  aux  variables  t,  x, y,  ...  on  peut  tirer  les  valeurs  des 
n  variablesx,/,  ...  en  fonction  delà  (/z-f-i)'^""  teiàeji,/^, . . .  ,/„, 
et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  solution  proposée  F,  celle-ci 
prendra  la  forme 

Puisqu'elle  satisfait  à  l'équation  (  j  ),  on  devra  avoir  identiquement 
l'égalité 

^dF  ^f  dF    âfy  ÔF    df. 

dt^  \dj\  dt  ^  df,  dt  ^ 
dF^^  dF_df,  ^ 
dfi  ôx        djl  dx 
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Commey",  ,y^,  . .  .  sont  des  solutions  de  (5),  cette  égalité  se  réduit  à 

OU  simplement,  T  étant  différent  de  zéro,  à 

d¥ 
dt 

Donc,  si  la  fonction  F  satisfait  à  l'équation  (5),  elle  ne  peut  con- 
tenir explicitement  t  après  l'élimination  de  x,  y,  •  •  •  ',  elle  ne 
dépend  donc  que  des  fonctionsy^^yo»  •  •  •  ?/«• 

Donc,  si y^ff 2,.  ..  ^J'n  sont  les  «  intégrales  du  système  (i),  la 
solution  la  plus  générale  de  l'équation  (5)  sera 

/=  ?(/n/2i  •  •  •>/«), 

cp  étant  une  fonction  arbitraire.  Ainsi,  étant  donnée  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (5),  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  partielles,  et  ne  contenant  ni  la  fonctiony'elle-méme 
explicitement  ni  aucun  terme  indépendant  des  dérivées  partielles, 
on  aura  son  intégrale  générale,  en  prenant  pour /"une  fonction 
arbitraire  des  n  intégrales  du  système  (i)  d'équations  simultanées 
aux  différentielles  ordinaires. 

1073.  Soit  maintenant  une  équation  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  partielles  de  la  fonction  inconnue  t,  mais  contenant  un 
terme  indépendant  de  ces  dérivées,  et  dans  laquelle  la  fonction  t 
entre  explicitement  d'une  manière  quelconque, 

chacune  des  quantités  T,  X,  Y,  ...  étant  une  fonction  de  t,x,  y, .... 
Si  l'on  représente  pary(^,a:,j)  ,  . . .)  une  solution  de  réquation(5), 
la  valeur  de  t  en  x,  y,  . . . ,  déterminée  par  l'équation 

(8)  f[t,.v,j;...)  =  o, 

que  l'on  obtient  en  égalant  cette  solution  ùzéro,  sera  une  solution 
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de  réquatioii  (y).  En  efl'et,  on  lire  de  Téquation  (8) 


' 

àf 

àf 

dt 

d.r 

dt 

âr 

d.v~' 

àf' 

àj-^' 

àf 

dt 

ùt 

d'où,  en  substituant  dans  réquation(7)  et  remarquant  que  ^  ne 
doit  pas  être  nul, 

,      .  .     (àf       ^  ôf       ^^àf  ^ 

àt 

équation  qui  est  identiquement  vérifiée,  puisque /est  une  solution 
de  l'équation  (5).  Donc  la  valeur  de  t,  tirée  de  l'équation  (8)  que 
l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  une  solution  quelconque  de  l'équa- 
tion (5),  satisfait  identiquement  à  l'équation  (y). 

Un  raisonnement  tout  semblable  au  précédent  montrerait  que, 
si,  au  lieu  de  tirer  i  de  l'équation  (8),  on  le  tirait  de  l'équation 
plus  générale 

(il)  f[t,.T,y,  ...\=u, 

où  a  est  une  constante  arbitraire,  la  valeur  de  t  déduite  de  cette 
nouvelle  équation  satisferait  identiquement  à  l'équation  ['j).  En 
effet,  les  calculs  précédents  ne  seraient  changés  en  rien,  la  con- 
stante a  disparaissant  dans  la  différentiation. 

1074.  Réciproquement,  si  la  valeur  de  t  tirée  d'une  relation  de 
la  forme 

(ti)  f[t,x,f,  .  .  .)=y. 

satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (y)  quelle  que  soit  la 
constante  a,  le  premier  membre  de  l'équation  (i  i)  sera  une  solution 
de  l'équation  (5). 

En    effet,    si   Ton    tire   de   l'équation   (ii)    les    valeurs    (9)    de 

—  -,  -—-,  •■••!   et  qu'on  les  substitue  dans  l'équation  (7),  on  devra 

H.  —  Cours  de  Calcul  in  fin.,  III.  '4 
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avoir  l'égalité  (lo),  d'où  l'on  conclut 

(„)  t|+x|-+y|:+...=o, 

^     '  dt  dx  df 

relation  qui  doit  avoir  lieu  identiquement,  quels  que  soient 
.r,  r,  .  .  . ,  du  moins  si  l'on  y  remplace  t  par  sa  valeur  tirée  de  (i  i), 
et  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  constante  a. 

Mais,  comme  l'équation  (ii)  contient  cette  constante  a,  on 
pourra  attribuer  aux  variables  t,  x,y,  ...  un  système  de  valeurs 
quelconques  ^0»  •^o>J)'o)  •••>  et  il  suffira  pour  cela  de  déterminer 
la  valeur  de  la  constante  a  par  la  condition 

L'équation  (12),  qui  ne  contient  pas  la  constante  a,  devra  donc 
pouvoir  être  vérifiée  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux 
quantités  t,  x^y,  .... 

D'après  cela,  considérons  une  solution  non  singulière  de  l'équa- 
tion (7),  contenant  au  moins  une  constante  arbitraire  a, 

t=z  ôi(.r,j-,  .  .  .,«]. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  a,  on  aura  une  relation 
de  la  forme 

et  la  fonclion  /"ainsi  déterminée  sera  une  solution  de  l'équation 
homogène  aux  dérivées  partielles  (5). 

Donc  toute  solution  de  l'équation  (  j)  contenant  au  moins  une 
constante  arbitraire  s'obtient  en  égalant  à  une  constante  arbitraire 
une  solution  de  l'équation  (5). 

1075,  On  voit  donc  que  l'intégration  de  l'équation  (y)  entre 
la  fonction  t  et  les  n  variables  indépendantes  x,y,  . . . ,  linéaire 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  t,  mais  contenant  t  expli- 
citement d'une  manière  quelconque  dans  ses  coefficients  et  ayant 
un  terme  indépendant  des  dérivées  partielles,  peut  se  ramener  à 
l'intégration  de  l'équation  linéaire 

(..)  Tf+xf:  +  Y^+...=o, 

^     '  Ot  0.r  dj 
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d'une    forme    moins    générale  ,     où    rinconnue  f  dépend    d'une 
variable  indépendante  de  plus,   mais   où   cette   fonction  J  n'entre 
que  par  ses  dérivées  partielles,   et  qui  ne  contient  pas  de   terme 
indépendant  de  ces  dérivées  partielles. 
Ayant  trouvé  l'intégrale  générale 

/=  ?(/h/2>   •   •   •>/«) 

de  l'équation  (12),  on  en  conclura  que  l'intégrale  général^  de 
l'équation 

est  donnée  par  l'équation 

(i3)  ?(/i,/.,  ...,/„)  =o- 

On  l'obtiendra  donc  en  cherchant  les  intégrales  /Ij^o»  •  •  •  •>,fn  du 
système  des  équations  (i)  et  en  établissant  entre  ces  intégrales 
une  relation  arbitraire. 

1076.    On  voit,  d'après  cela,  que,  si  l'on  considère  : 
i"  Les  n  équations  simultanées  aux  différentielles   ordinaires 
du  premier  ordre 

dt       dx        dy 

(i)  T  ""  xT^'Y""  ••*' 

entre  les  «  +  i  variables  t,  x,j'',  ...  ; 

a''  L'équation  différentielle  unique  du  7^'*"®  ordre  entre  deux 
variables,  que  l'on  déduirait  du  système  (i)  par  des  différentiations 
et  des  éliminations  [935],  et  dont  l'intégration  équivaudrait  à  celle 
des  équations  (i)  ; 

3°  L'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaire 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  et  où  la  fonction  inconnue 
n'entre  pas  explicitement,  le  nombre  des  variables  indépendantes 
étant  «  -h  I  et  l'équation  ne  contenant  pas  de  terme  indépendant 
des  dérivées  partielles, 

4^'  L'équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  partielles,  ayant 

14. 
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lin  terme  indépendant  de  ces  dérivées  et  n  variables  indépendantes 
seulement,  et  où  la  fonction  inconnue  entre  explicitement  d'une 
manière  quelconque, 

La  résolution  de  ces  quatre  problèmes  dépend  de  la  recherche 
des  mêmes  fonctions  indépendantes /"i  ,y2>  •••?./«»  ^I^i  sont  des 
intégrales  des  équations  (i)  ou  des  solutions  de  l'équation  (5),  ou 
qui,  égalées  à  zéro  ou  à  une  constante  arbitraire,  fournissent 
chacune  une  solution  de  l'équation  (^). 

1077.  Appliquons  ces  règles  à  quelques  exemples,  entre  autres 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  de  quelques  familles  de  sur- 
faces. 

I.  Soit  l'équation  des  surfaces  cylindriques  [1025] 

ap  +  bq  =  \ . 

On  ramène  la  question  à  l'intégration  des  équations  simultanées 

dx        (iy        (h 
n  h  I 

qui  donnent  les  deux  intégrales 

.r  —  «3  =  Cj,      y  —  hz^^-  Cg. 

En  établissant  une  relation  arbitraire  entre  ces  deux  intégrales,  on 
a,  pour  l'équation  générale  des  surfaces  cylindriques, 

f[x- —  aZy  y  —  b  z^  =  o. 

II.  Etant  donnée  l'équation  des  surfaces  coniques  [1028] 

( -^  —  ftp-^  [y  —  b)q  =  z  —  C, 

on  est  conduit  à  intégrer  les  équations 

r/.r  dr  dz 


j  —  b        z~  c 
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ce  qui  donne  les  intégrales 


X  —  a  y  —  b 

z  —  c  z  —  c 


On  en  conclut,  pour  l'équation  finie  des  surfaces  coniques, 

—  a        y  —  /;' 


III.  Considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  "  [1034], 

En  intégrant  les  équations  différentielles 

fh. 

xdx  =  —  Y(fy  ^  —  5 
G 

on  aura  les  intégrales 

d'où  l'on  tire,  pour  l'équation  finie  de  ces  surfaces, 

IV.  Si    nous   prenons   Téquation    aux    dérivées    partielles   des 
surfaces  de  révolution  autour  d'une  droite  quelconque, 

[y-  _  /,  _  Bz]/^  _  (^  _  «  _  Az)<7  =  B(.r  -  «)  -  A  (/  -  ^), 

nous  aurons  à  intégrer  le  système 

dx  dy  dz 


j  —  b  —  B 3         —  [x  —  a]  -\-  kz        B  ( .r  —  a]  —  A  ( j-  —  b 
Af/.r -I- Br/)-  [x  —  a\dx  ^{r  —  b^dy 


A(j-  b)  —  '&[x~a)         [_B(.r  — «)  -4- A(j--6)]s 
d'où  l'on  tire 

Ldx  4-  '^dy  -i-  dz  =  o,      ( j,  —  <? ) dx  -{-  [j  —  b)dj  -{-  zdz  =  G, 

et  par  suite 

A.rH-Bj  +  3  =  Ci,      {x  —  aY -\- [j  —  by-  -{- z'- =  C,. 
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Donc  l'équation  finie  de  ces  surfaces  est 

[.T~af  -h-  (j  — ^')2-}-32  =  <p(A.r  +  Bj  +  z). 

V.  L'équation  aux  dérivées  partielles  des  conoïdes  qui  ont  l'axe 
des  z  pour  directrice  et  le  plan  des  xy  pour  plan  directeur  est 
[1031] 

o.r  -h  qy  r  t  o, 

ce  qui  conduit  aux  équations  diflférentielles 

d.v        dy        dz 
x  y  o 

dont  les  intégrales  sont 

Y 
—  Lii.        Z  Lit). 

et,  par  suite,  l'équation  finie  de  ces  surfaces  sera 

r 

=  ?' 

VI.  Prenons  l'équation  qui  exprime  le  théorème  d'Euler  sur  les 
fonctions  homogènes  [322]  : 

dt  dt  dt 

X  - — y-  y  -^ i---T"  +  ••.==  mt. 

Ox      "^    ay  Oz 

On  aura  à  intégrer  les  équations  différentielles 

dx        dy        dz  dt 

X  j  z  mt 

d'où  l'on  tire  les  intégrales 

y  ^       ,  ' 

—  =  Cl,      —  =  Co,      •  •  • ,      -^  =  Li,j  ; 
on  a  donc,  pour  la  valeur  générale  de  la  fonction  f, 

t  =  x"'^[-^    -, 
\x      X 

Donc   le   théorcnie  d'Euler  suffit  pour  caractériser  les  fonctions 
homogènes. 
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VII.  Etant  donnée  une  équation  différentielle  d'ordre  n. 


^   '  dt"  y    '    lit  dV 

on  peut  la  remplacer  par  les  n  équations  différentielles  simultanées 

[935] 

,     ,  de         dx'  W.r(«-i) 

(  2  )  dt 


x'  x"  V[t,x,x\  .  .  .,^(«-iJ) 

Or  ce  sont  là  les  équations  dont  l'intégration  conduit  à  celle  de 
l'une  ou  l'autre  des  équations  aux.  dérivées  partielles 

'3]    :^^a:'^-hx"^  -h  ...  -r'F(t,x,x',...,xi"-')'         '^ 


(9^(«-n 


L'intégration  de  l'un  quelconque  des  systèmes  (i),  (2),  (3),  (4) 
fera  connaître  immédiatement  les  intégrales  des  trois  autres. 

1078.  Lorsqu'on  a  intégré  une  équation  linéaire  homogène  aux 
dérivées  partielles  de  la  forme  de  l'équation (5)  [1049], 

^  '  dt  dx  dr 

T,  X,  Y,  ...  étant  des  fonctions  des  seules  variables  indépendantes 
t,  X,  y^  .  .  .,  on  peut,  par  une  simple  quadrature,  obtenir  l'inté- 
grale de  l'équation  à  second  membre 

(.)  T^+X-f+Y^  +  ...=V, 

^    '  dt  dx  ôj 

V  étant  une  nouvelle  fonction  de  t,  x,y,  .... 

Soient,  en  effet,  f\,J^2j  •  •  •  ■>  fn  l^s  n  solutions  particulières 
distinctes  dont  la  valeur  générale  de  /est  une  fonction  arbitraire 
[1072].  Nous  avons  vu  [1072]  que,  si  l'on  exprime  une  fonction 
quelconque  F  de  f,  x,  y.,  ...  au  moyen  de  t  et  des  n  variables  y"), 
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f.2,  . . . ,  f,i,  le  premier  membre  de  l'éfjualion  (2)  se  réduit  à 


m 


en  entouranl  de  parenthèses  la  dérivée  par  rapport  à  Z  de  la  fonc- 
tion F  lorsque  celle-ci   est   exprimée  au  moyen  de  t,  J\ f'„. 

Donc  l'équation  (2)  se  réduira  à 

d'oïl  l'on  tire 


;3)  v=nr^Oi  +  ^[A, /,,...,/„], 


(D  désignant   une   fonction  arbitraire,   et  l'intégration    se    faisant 

partiellement  par  rapport  à  t,  dans  la  supposition  où  l'on  a  exprimé 

V         ,         . 

—  en  fonction  de  t,fi,  .  .  .  ,//^. 

On  peut  mettre  cette  intégrale  partielle  sous  une  autre  forme.  Si 
l'on  suppose 


V         ,      . 


on  pourra  écrire 


:4)  /^'^''"/'^''''■^'"  ••■'^"^'^^' 


to  étant  une  quantité  quelconque  indépendante  de  t  et  pouvant 
dépendre  de^,,  .  .  . ,  f,i',  à  l'aide  de  cette  notation  on  pourra,  si 
l'on  veut,  remettre  dans  ([6,Ji,  .  .  -jf/i),  à  la  place  dej\,  .  .  ',Jn, 
leurs  valeurs  en  t,  x,  ),  .  .  .  . 

On  voit  que  l'intégrale  (3)  de  l'équation  (2)  se  compose  d'une 
intégrale  particulière  (4)  de  cette  équation,  plus  de  l'intégrale 
générale  <?{/{,  •  •  •  ?/«)  de  l'équation  sans  second  membre  (i),  ce 
qui  est  analogue  à  ce  que  nous  avons  vu  pour  les  équations  linéaires 
à  une  seule  variable  indépendante  [901 J. 

Exemple.  —  Considérons  le  reste  de  la  série  de  ïaylor, 

^  ^  '  ^  ^      '  l         '    ^  I  .  2 .  .  .  ^  /i  —  1  j  ^ 
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En  difierentiant  cette  expression  successivement  par  rapport  à  x 
et  à  /i,  il  vient 


df        ùli  i  .1.  . .  i  H  —  I  ) 


■]/(") 


Pour  intégrer  cette  équation,  on  intégrera  d'abord  l'équation  sans 
second  membre 

àf  _àf_ 

d.r  Oh  -  °' 

qui  donne  [[0Q'2]f^^o[ff),fi  représentant  la  solution  particulière 
Si  l'on  introduit  y")  comme  variable  au  lieu  de  /i,    il  vient 

\0.rj  1  .2.  .  .     «  —  l]   ^        ^      '' 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  Xq  une  fonction  de  la  quantité 
J\  considérée  comme  constante,  on  tire,  à  la  fonction  arbitraire 
près, 


En  mettant,  dans  le  second  membre,  ^  au  lieu  de  x,  puis  rem- 
plaçanty'i  par  j-h/?,  il  viendra 

F  = '— /       'x  -h  h  -  ri«-'-i("U?)r/;. 

Si  l'on  pose 

X  -^  h  —  ;  =  /, 

d'où,  pour  'r^  =z  Xq,  t  =  X  -h  h  —  Xo  =  f\  —  -fo  et,  pour  ^  =  x, 
l  =  /?,  on  pourra,  pour  plus  de  simplicité,  prendre  Xq  =f{,  et  la 
valeur  de  F  deviendra,  en  rétablissant  la  fonction  arbitraire  de^, , 


F  = 


Or  la  fonction  F  doit,  par  définition,  s'annuler  avec  h,  quel  que 
soit  X.  On  a  donc  o{x)  ^=  o,  et  par  suite  o[x-hh)  =  o,  ce  (pii 
donne  la  forme  connue  du  reste  F  [360]. 
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§  VI. 

INTÉGRATION    DES   ÉQUATIONS   NON    LINÉAIRES    AUX  DÉRIVÉES 
PARTIELLES     DU     PREMIER     ORDRE     DANS     LE     CAS     DE     DEUX     VARIABLES 

INDÉPENDANTES. 

1079.  Soit  donnée  une  équation  non  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre 

(l)  ¥{.r,j',Z,p,q)=zO, 

p  et  </   représentant  les   dérivées  partielles  ^»     —  •  11  s'agit  de 

trouver  une  fonction  -z  de  x  et  de  j,  telle  que  sa  valeur  et  celles 
de  ses  deux  dérivées  partielles  satisfassent  identiquement  à  l'équa- 
tion (i). 

Nous  avons  vu  [1053,  1055]  que  l'on  peut  déterminer  la  solution 
la  plus  générale  de  l'équation  (i),  et  même  la  solution  singulière, 
dès  que  l'on  connaît  V intégrale  complète,  c'est-à-dire  une  fonction 
~  de  x  et  de  j'' renfermant  deux  constantes  arbitraires  et  satisfai- 
sant à  l'équation  (i)  quelles  que  soient  ces  constantes.  Or,  si  l'on 
connaissait  les  fonctions/^  et  q  exprimées  au  moyen  de  x,  j,  z  et 
d'une  constante  arbitraire  a,  la  condition 

(  2  )  dz^  p  dx  -\-  qd'i , 

qui  exprime  que  ^  et  </  sont  égales  aux  dérivées  partielles  de  z  par 
rapport  à  a:  et  àj)',  donnerait,  par  son  intégration,  la  valeur  de  z 
en  fonction  de  x,j,  ce  et  d'une  nouvelle  constante  arbitraire  (3. 

Or  les  valeurs  de  p  et  de  q  sont  assujetties  seulement  aux  deux 
conditions  suivantes  :  i°  de  satisfaire  identiquement  à  l'équa- 
tion (i);  2"  de  rendre  intégrable  [lOH]  l'équation  aux  différen- 
tielles totales  (2). 

1080.  Soit 

(3)  vj[x,j,z,p,q]=rj. 

la  relation  inconnue  entre  x,  j,  z^p^  q  qui,  jointe  à  l'équation  (i), 
doit  déterminer  pour/?  et  q  des  valeurs  en  x^j,  c,  a  qui  rendent 
intégrable  l'équation  (2).  En  diflerentiant  les  équations  (i)  et  (3) 
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par  rapport  à  x  et  à  y,  et  posant,  pour  abréger, 
'dY\        ÔF        OF  dz 


,dx )        ().r        dz   Ôj 
il  vient 


r)F\    ,   ^/^\       ^/'^\__  /^\        ^  /'^\       ^  [^ 


âxj    '    dp  \dxj  ~^  ôq  [dxj  ""  "'       [ôfl  "^  dp  [dfl  ^  Orj  \dr^       ""* 
/c)ci\        Ôtj /ÔlA        âTj/dq\  fàT^\  dri /dp\         Ôt^t  fàq'^ 


En  éliminant  (-r-)  entre  les  deux  équations  de  gauche,  et  (y- 

entre  les  deux  équations  de  droite,  il  vient 

dni  fÔF\         ÔF  /â^\         /ÔF  ô^  _  dF  Ôu\    l' ôq' 
Ôp   \Ô.tJ         ôp  \Ôx  )         \ôq  Ôp  Ôp  ôq  j    \âx 

Ôm  /ÔF\  ÔF   /Ôvj\         f  ÔF   Ôr:7  _  ÔlF   Ô^\     /  ôp 

Dans  ces  deux  équations,  le  multiplicateur  commun  de  (  -r-  j  et 


de  (  -/- 1   est  le  déterminant  fonctionnel  des  équations  (i)  et  (3). 
\àj-J 

11  ne  saurait  donc  être  nul  [316],  si,  comme  on  doit  le  supposer, 
ces  équations  sont  résolubles  par  rapport  kp  el  àc/.  Or  la  condition 
d'inlégrabilité  de  l'équation  (2)  est 

Ôq\    _    /Ôp 

ôx j         \ ôy 

Pour  qu'elle  soit  remplie,  il  faut  et  il  suffit,  en  vertu  des  deux 
équations  précédentes,  que  la  fonction  tj  satisfasse  à  la  condition 

^  \^- j  ~  'ôjj  \Ô~v)  "^    ôq  \Tyj         Ôq  \ÔY  j  ~  ""' 

OU,  en  développant  les  dérivées  entourées  de  parenthèses, 

ÔF  ôvs       ÔF  ôv,       (    ÔF  ôF\ôrn       /ÔF\ô^  __/ôF\ôu_ 

^^>    ôj^à^'^ôq    Ôy^\P^^'^'^'ô'q)    ôz   ~\ô.)   ôp         [ôfl    àq-""' 

équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  de  la  forme  générale  que 
nous  avons  considérée  aux  n°'  1069-1072.  En  prenant  une  solution 


■J.10  L I  V  R  R     V.   —     C  II A  P.    II,     §    VI. 

[)arliculicrc  quelconque  cji   de  celle  équation    et   l'égalant  à  une 
constante  se,  les  valeurs  de  /)  et  de  y  tirées  des  équations 

F  =  (),     cil  =^  ''^■ 

rendront  l'équation  (a)  intégrable. 

Pour  avoir  une  solution  particulière  de  l'équation  (4),  il  suffira 
de  déterminer  une  quelconque  des  intégrales  du  système  d'équa- 
tions aux  diflérenlielles  ordinaires 


dV         dF  d¥  dF  d¥  d¥ 

TÎJ,  ôq  ^'î)]>'^  '^  Tq         ~  Ji:"  ^Tz 

1081.   Exemples.  —  I.    Soit  l'équation 

z  ~pq. 

Les  équations  (5)  deviennent,  dans  ce  cas, 

dx         cl  y  dz  d])  (hf 

H    ~  P    ~  "^P'I  ~    P    '~    'l 

En  égalant  le  premier  et  le  dernier  de  ces  rapports,  il  vient 

d.r  =  dq^       (1  Où       (j^^^z  x  -\-  v., 

et  par  suite,  en  vertu  de  l'équation  proposée, 

p  =  — 

.z-  H-  a 

L'équation  (2)  devient  alors 

dz  --z^  —  dx  4-  (  .r  -f-  K  )  dj\, 

X  -f-   V. 

d'où  l'on  tire  d'abord,  vi\  faisant  dj  =  o, 

dz  dx 

—  = .       z  =  Lr -4- «    Y. 

z  X  -]-  K.  ^  ' 

Substituant   maintenant  celle  valeur  après   avoir  fait  iIx=o,  il 

vient 

( .f  +  « )  dY  =[x  -h  u) dj,     d'où     Y  =  j-  H-  p. 
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Donc  on  a,  pour  la  solution  complète  de  l'équation  proposée, 

Pour  avoir  la  solution  générale ,  on  éliminera  a  entre  les  deux 
équations 

3  =  (.r  +  «)  [j  +  f  {(/.)],      G  ^  (.r  -f-  «)  ip'(«)  4- j  -f-  '^(«]. 

Enfin,  la  solution  singulière  sera 

:;  ^  G. 

On  pourrait  emplo^'cr  une  autre  intégrale  quelconque  du  système 
d'équations  difTérentielles,  par  exemple,  la  solution  tirée  de  l'é- 
quation 

dp         (la  .         q 

—  :=  —^5  savoir      -  r=  a-, 
P          'I  P 

d'où 

\Jz  /- 

dz  m  —  d.r  -f  a  \Jz .  df, 

et,  en  intégrant, 

/-       •'^  , 

•2.\jz=-  -r-  ar  -h  o, 
a 

autre  forme  de  la  solution  complète. 

II.   Soit  l'équation  des  surfaces  développables 

q=f[p)- 

Les  équations  (5)  deviennent 

de  dy  dz  __  dp  dq 

f'[p]  ~~  —  '   ~' Pf'[p)  —  q^o^o 

On  a  une  intégrale  de  ces  équations  en  posant 

p  =:  u,      d'où      q=/[x), 

et  par  suite 

dz  =  a  dx  -}-/"(«)  dy, 

équation  d'un  plan,  qui  représente  la  solution  complète. 
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III.    Soil  proposée  l'équation 

Les  équations  (5)  deviennent 

d.T  dy  dz  dp  dq 


-i-Py  2^7  —  3  l{p-^  q']y  —  qz         pq  —  p^ 

Le  dénominateur  de  dz  étant  égal  k  q z  en  vertu  de  l'équation  pro- 
posée, on  pourrait  remplacer  les  dernières  équations  par 

dz        dp  dq 

qz^  pq  ~  — />2 

L'égalité  des  deux  derniers  rapports  donne 

pdp  -A-  qdq  ^=1  o,      d'où     /^-  -\-  cp-  z=z  k^, 


q=  ^^,      p  —  -Jz'~  u^y^  , 


dz=  -  \jz^  —  v?y'^.dx  -\-  —^  dy. 

En  faisant  dx  =^  o,  il  vient 

zdz  =  c}ydy,      d'où       z^  =  c/}y^  -+-  X. 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  zda:Z  =  x\Jz-  —  a'-j'-.dx, 
il  vient 

I 

2 


^X  —  «  V^X .  d.r,      d'où     y/x  =  c.r  -+-  /3, 


et,  par  suite,  la  solution  complète  de  l'équation  proposée  est 

IV.   Prenons  encore  l'équation 

p{<i^-^y)  -f-  ( ^  —  2)7  =  o. 
Les  équations  (5)  seront  ici 

dx  dy  dz  dp        dq 

7^ -r  I  ipq-\-bz         'è  pq"^  +  p -r-  [0  —  z)q        pq         q^ 
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De  l'équation 

dx  dq 


î--i-I      (f 

on  tire 

I 

x  -\-  u.^=^  q 


ce  qui  donne 

x  +  K  I  i  X  -\- yX'^  I  .r -f- «  //.r  +  «\"^ 


<7=^ 
d'où 


—  h  z  —  b 

q 


hVl^ 


[z  —  h\dx 
dz  =^  


'"ï 


I 


HT    1   •    1-                         '           •                         X '\- V.              //.r  +  a\2  I 

Multipliant  cette  équation  par  — +  i  /  ( \  -|-  i  =  _, 

il  vient 


'  z  —  ^  ]  û?a:  I ^  I  -\-  dy  z=.Q\ 


le  premier  membre  étant  une  différentielle  exacte,  on  en  tire,  eu 
intégrant,  la  solution  complète  de  l'équation  proposée 


^-^vm'-] 


H-  I     +  >'  +  P  =  O. 


On  peut  trouver  une  autre  forme  de  la  solution  complète   en 

11,,  .        dp         dq  .    , 

partant  de  1  eciuation  -^  ^^  -—•,   qui  donne 
*  '•  pq  q^        '■ 


q  =  y.p. 
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d'où 

p~-sjv.[z  —  b)  —  i,      q  =  ^(,.^z—  b)  —  \  , 
'l.r 


dz—        —   +r/)-       v'«(3—   /.)  —   ., 


('quation  où  les  variables  sont  séparables  el  qui  donne,  par  l'inlé- 
p^ralion, 

l\^^v.[z  —  h]  ~i=zx  -In  v.y  H-  S. 


§  VIT. 

DES    ÉQUATIONS    LIKÉAIHES    AUX    DÉRIVÉES    PAIITIELLES 

d'ordre  quelconque. 

1082.  Considérons  une  équation  linéaire  par  rapport  aux  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  inconnue  ::,  de  la  forme 

/    ^  ^'^"'-  ^     d"  +  '-Z 

I  P-^ i-----^-Q^ — ; \-...~0, 

^   '  dx'"  ^ôx"dri' 

P,  Q,  ...  étant  des  fonctions  des  seules  variables  indépendantes 
X,  j,  que  nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  au  nombre  de 
deux.  Une  telle  équation  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles 
d'une  équation  linéaire  à  une  seule  variable  indépendante  sans 
second  membre  [877].  Ainsi  : 

1**  Si  une  certaine  valeur  z=^z^  satisfait  à  cette  équation,  la 
même  valeur  multipliée  par  une  constante  quelconque  satisfera 
encore  à  la  même  équation; 

'>°  Si  Ton  connaît  des  solutions,  en  nombre  quelconque,  2, , 
Zo,  .  .  -  de  l'équation  (i),  leur  somme  z^-\-  Z2-\- .  •  ■  sera  encore 
une  solution  de  cette  équation; 

3"  Par  conséquent,  en  faisant  la  somme  de  ces  mêmes  solutions, 
multipliées  respectivement  par  des  constantes  quelconques,  l'ex- 
pression obtenue  Q^z^  +  Co^aH-»  •  •  sera  encore  une  solution. 

Si  donc  on  peut  découvrir  une  infinité  de  solutions  de  l'équa- 
lion  (i),  en  faisant  la  somme  de  leurs  produits  par  des  constantes 
arbitraires,  la  limite  de  cette  somme  sera  une  solution  plus  géné- 
l'ale,  qui  se  présentera  sous  la  forme  soil  de  la  somme  d'une  série 
infinie,  soit  d'une  intégrale  définie. 
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1083.  Considérons  le  cas  le  plus  simple,  celui  d'une  équation 
linéaire  à  coefficients  P,  Q,  ...  constants.  Nous  avons  vu  [889] 
que,  dans  le  cas  analogue  relatif  à  une  seule  variable  indépendante, 
une  équation  linéaire  à  coefficients  constants  est  vérifiée  par  une 
valeur  de  la  forme  e''-^',  /•  étant  une  constante  convenablement 
déterminée.  Les  choses  se  passent  d'une  manière  analogue  dans 
les  équations  à  plusieurs  variables  indépendantes. 

Dans  le  cas  d'une  équation  linéaire  aux  différentielles  ordinaires 
d'ordre  /?/,  /■  est  une  racine  d'une  équation  algébrique  de  degré/?/, 
et,  eii  ajoutant  les  solutions  e''-^^,  e'";-^,  .  .  .,  correspondantes  aux 
m  racines  (inégales)  de  cette  équation,  ces  solutions  étant  multi- 
pliées chacune  par  une  constante  arbitraire,  on  aura  l'intégrale 
générale  de  l'équation  différentielle  [891]. 

Nous  suivrons  ici  une  marche  analogue,  et  nous  poserons,  dans 
le  cas  de  deux  variables  indépendantes, 


/'  et  .vêtant  deux  constantes  indéterminées.  En  substituant  cette 
valeur  dans  l'équation  (  i  ) ,  l'exponentielle  disparaîtra  comme  facteur 
commun,  et  il  restera  une  équation  algébrique  entre  /'  et  s, 

(2)  Pr'"-t-.  .  .-i- Q?'"^/^  +  .  .  .  =  0, 

d'un  certain  degré  v  par  rapport  à  >?,  et  d'où  l'on  tirera,  pour  s, 
V  valeurs  en  fonction  de  /',  de  la  forme 

(3)  s,=/,{r),      s,=f,{r),       ....      .,=/,(;•). 

Cbacune  de  ces  valeurs  donnera  lieu  à  une  intégrale  particulière, 
telle  que 

(4)  ,z  =  Ce'--^+f('-)y, 

C  étant  une  constante  arbitraire  et  /■  une  quantité  entièrement 
indéterminée. 

Pour  une  même  déterminationy(7-)  de  s,  on  peut  prendre  arbi- 
trairement C  et  /■,  et,  en  faisant  la  somme  des  valeurs  de  z  corres- 
pondantes à  divers  systèmes  de  valeurs  de  ces  quantités,  on  aura 
une  solution  de  l'équation  proposée.  Pour  arriver  à  la  solution  la 
plus  générale,  il  y  a  deux  moyens  principaux  de  généralisation. 

H.  —  Cours  de  Calcul  infin.,  III.  l5 
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1084.  I.  On  donne  à  /•  une  suite  de  valeurs,  en  nombre  infini, 
en  assujellissant  /•  à  certaines  conditions  dépendant  de  la  nature 
particulière  du  problème  qui  a  donné  naissance  à  l'équation  pro- 
posée. Par  exemple,  on  prendi^a  pour  /•  des  valeurs  en  progression 
arillimélique,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  valeurs  égales  aux 
diverses  racines  d'une  équation  transcendante,  telle  que 


in  (  / 


/ 
/ 


ou,  plus  généralement,  on  prendra  pour  ;•  les  diverses  racines  d'une 
é(juation  transcendante  plus  compliquée,  telle  que  l'équation 

t:^ng/lr=  hr. 

On  obtient  ainsi  pour  z  une  valeur,  développée  en  série  infinie, 
dont  les  coefficients  C  seront  encore  arbitraires,  les  propriétés  de 
cette  série  dépendant  de  l'équation  dont  les  valeurs  de  r  sont  les 
racines  De  plus,  en  disposant  convenablement  des  coefficients  C, 
on  pourrra  faire  en  soi^te  que,  pour  jr  =  Xo,  par  exemple,  z  de- 
vienne égale  aune  fonction  àe  j  donnée  arbitrairement. 

Chacune  des  valeurs  (3)  de  .î  en  fonction  de  /'  donne  lieu  à  un 
développement  analogue,  de  sorte  que  la  valeur  de  z,  formée  par 
la  somme  de  ces  v  développements,  renfermera  v  fonctions  arbi- 
traires. 

1085.   Prenons  pour  exemple  l'équation 
dz         ^d'z 

quc  l'on  rencontre  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  et  supposons  que 
la  fonction  z  soit  assujettie  à  certaines  conditions  aux.  limites, 
savoir,  que  l'on  ait  : 

(  1°)   pour  ,r  =  o,     c  =  o  ; 

d- 

.1'  z 

{ 2° ]    pour  .r  =:  />,      — H  '''  -  =  o  ; 

(3")   pour  j=  o,     .:=iF(.r). 
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Si  nous  posons  (/  =--  \'—-i  ) 
il  viendra,  en  substituant  dans  l'équation  proposée, 

s  =::  —  a-  }•- , 

et  par  suite 

ou,  en  ajoutant  deux,  déterminations  convenables  de  cette  solution, 

z  =2  e~"'''°'^'  (  1  siii iw  -+-  B  cos rx) . 

La  condition  (i°)  fait  voir  que  la  constante  B  doit  être  nulle,  ce 
qui  réduit  la  valeur  de  z  à 

z  =1  e~"'''''>'  Asin?-.r. 
En  mettant  cette  valeur  dans  la  condition  (a**), 


îlled 


onnera 


ou  enfin 


m..,-{'-^>^—' 


■  cos  fji-  -+-  {/i —  y  ]  s'mbr  =  o, 


^''      =i-W. 


tang  ùi 


Cette  relation  fera  connaître  les  valeurs  de  br  qui  conviennent  à 
l'équation,  valeurs  qui  sont  données   par  les  intersections  de  la 

droite  r= —  avec  la  courbe  r  =  tanffo".  Soient  /■,,  /'o,  . . .  les 

-^  I  —  b/i  /  o 

valeurs  de  r,  en  nombre  infini,  que  l'on  obtient  par  la  résolution 
de  cette  équation  transcendante.  En  ajoutant  les  valeurs  corres- 
pondantes de  z,  multipliées  par  des  constantes  arbitraires,  on  aura 
la  valeur  plus  générale  de  z  : 

:;  =  Xe-^^'l^s'inrix  +  Aoe~"^'''l-^  sinr^x  -\-  .... 

On  voit,  par  une  discussion  facile,  que  les  racines  r< ,  j'^,  ••., 
/'„,  ...  finissent,  pour  des   indices  /z  suffisamment  grands,   par 
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croître  par  intervalles  sensiblement  égaux  à  ^>  de  sorte  que  chaque 

terme  conlieni,  de  plus  que  le  précédent,  un  facteur  à  peu  près 
égal  à 

-a--y\(r+-.)  -r-\  ,  -a-y  j  (7.  r  +  j) 

C  \-\         t'  J       OU   à       c  ''  ^  ''' , 

lequel  tend  vers  zéro  pour  /'  croissant.  Donc,  pour  j^  positif,  le 
développement  est  convergent,  toutes  les  fois  que  les  coefficients 
A) ,  Ao,  ...  ne  croissent  pas  indéfiniment. 

Pour  satisfaire  maintenant  à  la  troisième  condition  aux  limites, 
il  faut  déterminer  les  coefficients  A|,  Ao,  ...  de  manière  que  l'on 
ait,  quel  que  soitx, 

F  i'.r^  =  Ai  sin?'!^  +  A^  sinr^.r  -(- .  .  . . 

Pour  obtenir  la  valeur  d'un  quelconque  des  coefficients  A,  du  pre- 
mier par  exemple,  multiplions  l'égalité  précédente  par  'à\rvi\xdx., 
et  intégrons  les  deux  membi'cs  entre  les  limites  zéro  et  h  ;  il  viendra, 
[)Our  un  terme  quelconque  correspondant  à  deux  indices  inégaux, 

ysin  i\  .T  sin  i\  xd-r.  =z  -  y  [  ces  (  /•,  —  '"i  ]  .r  —  cos  (  r^  -+-  r,  )  .r  ]  dx 

I  sin  (  }\  —  /•,  )  .r         I  sin  (  r,  +  /■,  ) ./; 
~  2         /■,  —  ?i  2         /-j  H-ri 

I  I 


-    r,,  [  sin  (  }\  —  ]\  ]  .V  —  sin  [  i\,  +  /-j  "^  ,v\ 


2  ;-2  —  /j  ' 

■+-  ri  [sin  [r.,  —  }\  ) ,r -h  sin  ( r^  -h  /i)-^]  j  -r-  C 

I  .  .  . 

~ 5  ( —  Tj  sin7-pr  cosr.2.v  -h  7-,  smr,.r  cos/,^j  -+-  C, 


et  par  suite,  en  prenant  pour  limites  zéro  et  h, 


£ 


—  r,  sin//;-]  cosùi\  -~-  r,  sinZ/;-,  ros/>r, 
sin  T]  .V  sin ;•,  t  dx  nz  : 


Or  de  l'équation 


à  laquelle  doivent  satisfaire  les  racines  r^  et  /'o,  on  tire 

)\co?,b)\  sinZr,  =z  z-,  cos /^/o sin />/•[, 
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d'où  il  s'ensuit  que  l'intégrale  précédente  est  nulle,  quelle  que  soit 
la  racine  /'a,  différente  de  /',. 
On  a,  d'autre  part, 

rV   ,          ,           i      r''                           .   ,          ^         sino7>r, 
I      sm- r , .icix  =^  -     I        I  —  cos3Ai.r  «.r  =  —  —  —, • 


On  en  conclut 


-. ,—    \     ¥[x]  smr.x dx. 

1^  _  sui2Z>ri  Jo 


On  déterminera  de  la  même  façon  les  autres  coefficients  Aa, 
A3.  ....  De  cette  manière,  on  aura  le  développement  en  série 
convergente  d'une  fonction  satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  et  à  toutes  les  conditions  initiales. 

4086.  On  peut,  dans  certains  cas,  obtenir  par  cette  méthode  la 
solution  générale  de  l'équation  (i)  sous  forme  finie.  Supposons  que 
la  fonction  y  (/•)  soit  linéaire  par  rapport  à  /•,  de  sorte  qu'on  ait 

ce  qui  a  lieu  en  particulier  lorsque  l'équation  entre  /•  et  s  est  homo- 
gène, et  qu'on  en  tire  par  conséquent  des  valeurs  constantes  pour 

s 
le  rapport  -  •  Il  vient  alors 

Le  facteur  e^y  restant  le  même,  quels  que  soient  G  et  /■,  on  aura, 
en  faisant  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  solutions  parti- 
culières, 

3  =  e^J'(Cie'".(^+''-'»)  +  C,e''2C-'^-*-«->J  +  ...). 

Si  l'on  fait  pour  un  instant  e^'+'^J ':=  h,  on  verra  que  la  série  entre 
parenthèses,  qui  est  de  la  forme  Ci  «''1+ Gai*'"- 4-.  .  .,  a  des  coef- 
ficients et  des  exposants  arbitraires,  et  peut  représenter,  par  con- 
séquent, une  fonction  arbitraire  de  u  ou  de  x  H-  aj.  Donc  cette 
solution  peut  se  représenter  par 

z  =  e''^'(f  [x  +  ay]. 
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©déslgnanl  une  tbnclion  aihilralre.  On  aura  auLant  dcsolulions  de 
cette  forme, différentes  entre  elles,  que  l'on  pourra  trouver, pour. v, 
de  valeurs  différentes  de  la  forme  ar -{-  b.  En  ajoutant  toutes  ces 
solutions,  on  obtiendra  une  solution  plus  générale. 

1087.   Soit  donnée,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre  à 
coefficients  constants 

R/  + 2Si--[- T/  =  o,     ou     R-r-^+2S- — ^+T — ^=0. 

Ox-  u.toj  ôj^ 

Si  l'on  pose 

il  viendra 

R  +  2Srt  -1-  Trt'2  —  o, 

d'où  l'on  tire  pour  a  deux  valeurs  Hi,  a,.  On  en  déduit  l'intégrale 
générale 

O  et  ^  désignant  deux  fonctions  arbitraires. 

Si  l'on  considère,  en  particulier,  l'équation  des  cordes  vibrantes 

les  racines  «j,  a^  seront  ici  -{- a  et  — a,  et  l'intégrale  générale  sera 

z  =  'f[x-+-  aj)  +  x[.r  —aj), 

comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  [iOOi,  iOC5].  On  voit  que  cette 
intégrale    est  générale,    parce   qu'elle  permet,   pour  j-^  =J  ot   de 

choisir  arbitrairement  les  valeurs  de  z  cl  de  — ^  en  fonction  de  x. 

ôy 

Plus  généralement,  étant  donnée  l'écpialion  à  coefficients  con- 
stants 

(Yz  ()"Z  ô"z 

ox"^  ôx"^^^  oj  Oy"' 

qui  ne  contient  que  des  dérivées  de  même  ordre,  si  l'on  désigne 
par  a^^  c/^,  .  .  .  ,  (i„  les  racines  de  l'équation  algébrique 

A  -f-  Ajrt  -f- .  .  .  -+-  A„«"  =  o, 
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l'Intégrale  générale  de  récjuation  aux  dérivées  partielles  sera 

z  =yi(.?-  -+■  Oij]  4-  cp.(,i-  +  a.,j-]  -h  ...  4-  '^„(,r  -h  «„.i  ), 

(^1,  9.1,  .  .  .,  ''i,!  désignant  des  fonctions  arbitraires. 

1088.   II.    On    pent   encore,    pour    généraliser   les   solutions, 
employer  le  procédé  suivant.  Ayant  formé  une  solution  particulière 

où  G  et  ;•  sont  entièrement  indéterminés,  représentons  la  constante 
arbitraire  G  par  une  fonction  arbitraire  de  /*,  et  supposons  cette 
fonction  infiniment  petite  et  de  la  forme  c&(7')rf/',  en  sorte  que  la 
solution  particulière  deviendra 

Faisons  croître  maintenant  /•  par  intervalles  infiniment  petits,  égaux 
à  dr,  en  lui  donnant  successivement  les  valeurs 

ce  qui  donne  autant  de  solutions  diflerentes.  En  ajoutant  toutes 
ces  solutions  et  prenant  la  limite  de  leur  somme,  on  aura  une  solu- 
tion sous  la  forme  d'une  intégi'ale  définie, 


renfermant  une  fonction  arbitraire  çp(/).  L'intégration,  que  l'on 
pourra  effectuer  quand  la  fonction  <j(/)  sera  donnée,  déterminera 
pour  z  une  valeur  en  fonction  de  x  et  de  y.  On  fera  la  même  chose 
pour  chacune  des  v  déterminations  (3)  de  la  fonction  y  (/).  En 
ajoutant  les  solutions  ainsi  obtenues,  on  aura  une  solution  plus 
générale,  renfermant  v  fonctions  arbitraires. 

1089.  Si,  au  lieu  d'une  équation  sans  second  membre,  comme 
l'équation  (i),  on  donne  une  équation  dont  le  second  membre  soit 
fonction  des  variables  indépendantes,  il  suffira,  pour  avoir  l'intégrale 
générale  de  cette  dernière  équation,  d'ajouter  une  intégrale  parti- 
culière quelconque  de  cette  même  équation  à  l'intégrale  générale 
de  l'équation  sans  second  membre  [901]. 
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Lorsque  le  second  membre  est  une  fonction  d'une  seule  des  va- 
riables indépendantes,  la  recherche  de  la  sohition  parliculière  se 
ramènera  à  rintcgralion  d'une  équation  aux  difrérenlielles  ordi- 
naires, dans  le  cas  où  l'équation  renferme  un  ou  plusieurs  termes 
où  les  dérivées  soient  prises  par  rapport  à  la  seule  variable  du  se- 
cond membre  et  multipliées  par  des  coefficients  fonctions  de  cette 
seule  variable  ;  car  il  est  clair  que  l'équation  proposée  sera  vérifiée 
par  une  fonction  de  cette  seule  variable  satisfaisant  à  l'équation 
difTérentielle  en  question. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

ô'-z  ^     d'-z  O'z 

Ôj:-  Oxôj  Oj^ 

V 

OÙ  —  est  fonction  de  la  seule  variable  x.  L'équation  sera  vérifiée 

par  une  fonction  ^,   de  x  seulement,  déterminée  par  l'équation 

difTérentielle 

cPz, 


d'où  l'on  tire 


h" 


„  •      r  •  V 

Ln  particufier,  si  -  est  constant,  on  aura 

En  ajoutant  cette  solution  à  la  solution  générale  de  l'équation  sans 
second  membre 

on  aura  la  solution  générale  de  l'équation  proposée. 
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EXERCICES. 

I.  —  Équations  aux  différentielles  totales. 

1 .  azdx  -^  bz  cly  —  (  tix  -+-  hj)  <lz  =  o. 


9. 
10. 
M. 
12. 
d3. 
14. 
1.5. 
16. 
17. 


dx  —  xdy  -^ y^iiyz"-  —  (ix  —  -jjz)  dz  =  o. 
.1--  +.r-)  dz  =    z  —  a)  [xdx  -f- Jf/»). 

/  H-  3)  r/^  -i-  (-(>'  -+-  dz  =  O. 

j  -f-  3)  c/i'  -f-  (  z  H-  .r )(■/>'  -r-  (o;  -+-  j)  <-/z  =  o. 

X  —  3j  —  3)  dx  -h  (  -xy  —  3x)  c(r  +  (  s  —  x)dz  =  o. 
ay^z-dx  -f-  bz^x-dy  -+-  cx'-y-dz  =  o. 

)-  -f-  z)  dx  +  3(.r  -f-  3)cAr-l- j(_r  —  -v)  dz  =  o. 
i[y  -r-  z)dx  -t-  (x  -f-  3jH-  2z)c()'  H-  (  j:  -f  jjc/z  =  o. 

cy  -\-  bz)dx  -\-  [az-i-  i:-x]dy  -\-  [bx  -i-  ay)dz  =  o. 

y-  -+-  yz  -+-  z^ ) dx  -i-  {  z'^  -{-  zx  -h  x- ) dy  -+-  [x^  -h  xy  -h  j  -)  dz  =  o . 


r  —  (i)dx  —  dy\J  h-  —  3^  —  [x  —  (i)-  +  zdz  —  o. 

2x2  _^  2X)'  -H  ■i.xz''-  -+-  i)dx  -+-  dy  -+-  -xzdz  ~  o. 

ixz-^  z^)dx  -^-  'lyzdy —  ■x[x- -{-  y-  —  k-)dz  =  o. 

c-y  — y^  — y- z) dx  ^  [ xy-  ^  x-z  —  x'^)dy  -1-  ( xy'^  h-  x- j )dz  —  o. 

y  -f-  3)  log(  /  +  z)dx  —  xdy  —  xdz  =  o. 

I  -t-  i.in]xdx  +J'(i  —  x)  dy  -+-  zdz  =  o. 
[Représente  un  système  de  lignes  tracées  sur  une  sphère,  et  se  projetant 
sur  le  plan  des  xy  suivant  des  paraboles.] 

18.  (  r  +  ay-dx  -+-  zdy  —  [y-^  a)dz  =  o. 

19.  [■1XZ-+-  z^)dj:  -+-  \rzdy —  2.[x--i-y--^  n-)dz  =  o. 

20.  j-{i  -+-  z)dx  -+-  x[\  -+-  z)dy  -\-  \^.vy  —  ■iaz)dz  =  o. 

21 .  z  dx  —  xdy  -\-[xz-Jt-  x  logx)  dz  —  o. 

22.  (  xy-  H-  4  (7 x- z-  )  X dx  +  (  ^==  -^■  3/  4-  2^2  j  vdy 


iiax^-h  iz'- 


v/j-. 


3r/z  —  o. 
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23.  (j-  —  z)(/x  -\-{z  ~  -J  )(0  "^  {■^  — J  )'''-•  —  °- 

24.  (x-  -\- y-)z(lx  -+-  [x-  -+■  z-)zdy  —  i[x  -t- y)xyilz  —  o. 
23.  Conditions  d'intégrabililé  de  l'équation 

(lz=  (xx  -h-  pj-  -H  7 s  -H  0  )  cix  -+-  (  y.'x  -+-  V y  -t-  y'z  -i-  <? '  )  dy. 

26.  y[y  -H  s)  ^''m'  -t-  -^(j  -^-  z)<'^  -t-  z((v  —  j:)r/;-  -h  ;  (j:  —  rr)  «■/s  =  o. 

27.  2 r/x  -»-  j:/-/}-  —  c/z  =  o. 

Délerniiner  la  fonclion  arbitraire  de  manière  à  obtenir  la  solution  de  Newton 

r  •  ^ 

y  —  \jx^     z  =  -x-  ^ix. 


x-=y\     z^2.r-t--j3. 


3 

-  -u 

3 


28.  (h  =  xj  [xdx  -^ ydy). 

29.  zdx  -(-  xdy  ~- ^  dz  =  o. 


/          X-         v^ 
30.  xdx  H-  Vf/>  -Jr  cdz  i  /  1 —  — -  =  o. 


Déterminer  la  fonction  arbitraire  de  manière  que  les  courbes  représentées 

X~         Y'        3" 

par  l'équation  soient  situées  sur  l'ellipsoïde  —  ^-  'r^-  ■+-  —  =  i. 

31 .  [z  — y)dx  -+-  xdy  -t-  [y  —  z)dz  =  o. 

32.  y'^  dx  -f-  j:2  dy  -^dz^o. 

33.  y  dx  —  xdy  ->r-  izdz^^  o. 

34.  [ay —  bz)dx  -+-  [cz  —  ax)dy  -h  [bx  —  cy]dz  —  o. 
3o.  dz  —  aydx  -h  bdy. 

II.  —  Éqlations  linéaires  .\ux  dérivées  partielles 

DU   PRE.AIIER   ORDRE. 

1 .  />  -H  y  =  -  • 

2.  u:/--  —  j<7  -  o. 

3.  X p  -t-  zcj  -+-  >  —  o. 

4.  [x  —  inz)p  ^  [y  ^  nzjq  =  o. 
o.  xp  -\-  yq  ~  nz. 
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X      y       z 

7.  x-'-p^y'^-q^z"'. 

8.  xzp^yzq^  xy. 

9.  x'^p  —  xyq  =  —  )'. 
\0.  x-p  -t-y-q  =  x^y^z-. 

1 1 .   x^p  -h  x-zq  =  xz  -h  3/. 


12.  z — px  ^  qy  —  n\/x'^ -i- y'^ -^  z'^. 

,_        Ou  du  du 

13.  X- — h  y-—  -h  z  -r-  ^  xyz. 

dx      -^  Oy  dz         •' 


\  i.  —^  p  -^  xzq  =  y- 


15.  yz''p  H-  [cC-x  —  y)q  —  o. 

16.  {x-v-y)p-^[y  — x)q  ^a. 

17.  z[p  -^q)  +  (7—  x)[p  —  q)  =  X  -hy  -+-  z. 

18.  j/>  -h yzq  =  XZ'. 

19.  p^f[jc,y)q  +fi{x,y)  =  o, 

ou     r/3  ^/i  (.r,  j)  dx  +  q[f{x,y)(lx  —  r(r]  =  o. 

Si  de  f{x^y)dx  --  cly  =  o  on  tire  C  =  'ji^-r,  j>  ),  on  a 

z  =  -//i  1-^,  r)^'-^  -^-  Z  (C)  =  -ff{^,l)  dx  +  x(?). 

Exemples  :  xp  —yq  =  —  , 

xy p  — y^q  -t-  x[\  -h  .r^)  =  o. 

20.  xyq~  —  tiz. 

21.  (x2-i-  j2)^=^î+  32_ 

du  du  du  x^ 

22.  X  - — \-y  - — h  3  -—  =  <7«  -f-  -^  • 

dx      ''  dy  dz  z 

23.  xp  -h  zq  -h y  =  o. 

^ ,     du  du       ^  du 

2i.  --2  — +  3  — =    . 
dx  dy  dz 
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23.  azp  -f  bzq  =^  bz  -   ay  -\-  cz. 
[Examiner  le  cas  où  c^:^o\. 

26.  [niz  —  ny)p  -i-    /'-^  —  lz)q  =  If  —  mx. 

27.  [y  —  b  —  n (z  —  r)  \ p  —  [x  —  n  —  m  (z  —  c)]  f/  =  n  {x  —  a)  ~  m{j  —  b). 

28.  [ax  -f  by)  p  -^  (  (i  x  -i-  b' y)  7  =  cz. 

29.  Intégrer  ré(iualion  aux  dérivées  parlielles  qui  donne  le  facteur  d'intégration 

de  l'équation  différentielle 

( x'^y  —  iy'* )  <lx  H-  ' xy"^  —  ix'*^(ly  —  o. 

30.  Équation  aux  dérivées  partielles  des  trajectoires  orthogonales  d'une  série 

de  surfaces  représentées  par  l'équation  r(.r,  j,  z,  C)  =  o. 
Exemple  :  aCr  —  x^ -\-  y^ -\-  z-.  Déterminer  la  fonction  arbitraire  de  ma- 
nière que  les  trajectoires  soient  des  sphères. 

^.     ,  ,  f    du         \  f  ()a       dii\  f   du  ôa\ 

III.  —  Équ.\tions  no.n  linéaires  aux  dérivées  partielles 

DU   PREMIER   ORDRE. 
-1 .   pq  =  I . 

2.  p-  -h  rf^  —  i. 

_P 

3.  rj  =  e    ". 

4.  x^-p^-  =  yr]\ 

5.  q=^p"X\Z. 

6.  z  —  px  —  qy=  r  y/ 1  -I-  /;2  -f-  fji, 

7.  pq^  px-^  qy. 

8.  7  —  px  -4-  p^. 

9.  z  =  px  -i-  qy  H-  pq. 

10.  v7^  -\-  \f(j  —  7.x. 

1 1 .  xq  =  y  p  -\-  xe^'^^y'. 

12.  q  =^  [z-h  px)-. 
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lY  _  Équations  aux.  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur 
AU  premier. 

1.  s  =  a. 

2.  .Toy  —  s  =  o. 

3.  s  =  ax  -f-  by. 

4.  X  -^y  -^  z  —  s-  =  o. 

5.  ar~xy. 

6.  xyr  ■=  [n  ~i)yp  h-  «■• 

7.  Jc;-  =  [n  —  i]p- 

9.  .s  -+-'f{x,j)p  =  x{x,y]. 

X 

12.  /  —  (i-t  —  xy. 

13.  ,.  +  3,-  +  2/  -  ^-  -h  j.  [Poser  2  -  Aa'"j  «  +  6.^1^7^]. 
1  i.  r  -^  [a-\-  b)s-+-  abt  =  x/. 

10.  r^'^^{x,y)s  =  y\x,:)  ). 

16.  /-H  -i  =  x5j;/-. 

18.    .VH ^/^=  ^J'- 

1— :►- 


LIVRE  SIXIÈME. 

THÉORIE   DES   FONCTIONS   D'UNE   VARIABLE   COMPLEXE. 

APPLICATIONS 

A  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIOUES. 


CHAPITRE   PREMIER. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  UNIFORMES, 


§1. 

CARACTÈRES    DES    FONCTIONS  SYNECTIQUES   d'uNE    VARIABLE    COMPLEXE. 

d090.  Supposons  que  la  quantité  complexe  Vp  =  z  varie,  c'est- 
à-dire,  en  langage  géométi'ique,  que  le  point  z  se  déplace  dans  le 
plan.  Lorsque  ce  point  passe  de  la  position  ^  à  la  position  Zi,  la 
dififérence  Zi  —  z  représente,  en  grandeur  et  en  direction,  la  distance 
de  ces  deux  positions. 

A  une  valeur  infiniment  petite  de  l'accroissement  Zj  — z  corres- 
pondront des  valeurs  infiniment  petites  [Tl]  des  accroissements 
du  module  /'  et  de  Tai^gument  p,  ainsi  que  des  composantes 
rectangulaires  x,  j.  Ces  diverses  grandeurs  varieront  donc  d'une 
manière  continue,  lorsque  le  point  z  subira  un  déplacement  con- 
tinu dans  le  plan. 

Nous  appellerons  l'accroissement  infiniment  petit  z^  — z  la  dif- 
férentielle de  la  variable  z,  et  nous  le  représenterons  par  dz. 

Toutes  les  règles  de  la  difTérentiation  des  quantités  réelles,  qui 
ne  dépendent  que  des  règles  de  l'addition  et  de  la  soustraction, 
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subsisteront  encore  pour  les  quantités  complexes,  où  i  joue  le  rôle 
June  constante.  On  aura  ainsi 

.     /c/r  \ 

dz  -^d[x  -h  i)  ;  =  dx  -^idy  z=zd.  re'''  =  re'i'  (  —  +  ' dp  \  • 

Le  module  de  la  quantité  complexe  dz  a  pour  valeur  infiniment 
petite 


Son  argument 


p  =  \Jdx-  -i-  dy-  =.  \dr  -r-  i"^  dp^ 
dy 


'i>  =  ar  étang -- 

d.r 


a  une  valeur  quelconque,   dépendante  de  la  direction  suivant  la- 
quelle se  déplace  le  point  ". 

Si  le  point  z  décrit  une  courbe  continue,  p  sera  l'élément  d'arc 
de  cette  courbe  [611]  et  o  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x. 

1091.  Le  chemin  décrit  par  z,  dans  le  cas  où  l'angle  (f  varie 
d'une  manière  continue,  est  la  limite  d'un  polygone  infinitésimal 
qui  a  pour  côtés  les  accroissements  dz  successifs.  La  distance  des 
deux  positions  extrêmes  de  z  est  égale  à  la  limite  de  la  somme,  en 
grandeur  et  en  direction,  des  côtés  de  ce  pohgone.  jNous  repré- 
senterons par  le  signe  d'intégration  cette  limite  de  somme  d'élé- 
ments infiniment  petits. 

D'après  cela,  la  droite  qui  joint  les  deux  positions  extrêmes  ^o 
et  Z  du  point  mobile  aura  pour  expression 


--L 


Z 

dz 


Cette  valeur  est  indépendante  de  la  forme  du  chemin  suivi  par  le 
point  z  pour  aller  de  z^  à  Z. 

1092.  Imaginons  maintenant  qu'en  chaque  point  du  plan,  cor- 
respondant à  une  valeur  de  la  variable  complexe  z^  on  place  une 
valeur  complexe  w,  variant  d'un  point  -  à  l'autre,  suivant  une  loi 
déterminée.  L'ensemble  de  ces  valeurs  w,  dont  le  plan  est  ainsi 
chargé,  constitue  ce  qu'on  appelle,  dans  le  sens  le  plus  général  du 
mot,  une  Jonction  de  la  variable  complexe  z. 

Si  à  un  accroissement  infiniment  petit  quelconque  dz  de  z  [173] 
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correspond  toujours  un  accroissement  infiniment  petit  dw  de  la 
fonction  w,  cette  fonction  sera  dite  cojitinue. 

Si  chaque  point  -  ne  porte  qu'une  seule  valeur  de  la  fonction  w^ 
cette  fonction  sera  dite  «/z//b/"me.  Si  chaque  point  ^  porte  plusieurs 
valeurs  de  w,  cette  fonction  sera  dite  inaltifonne . 

Les  fonctions  analytiques  [156],  définies  pour  les  quantités 
réelles,  puis  étendues,  conformément  au  principe  delà  permanence 
des  règles  du  calcul  [8],  aux  quantités  complexes,  sont  des  fonc- 
tions les  unes  uniformes,  les  autres  multiformes. 

1093.  La  valeur  d'une  fonction  analytique  de  z  dépend  unique- 
ment de  la  position  du  point  z  sur  le  plan,  et  non  du  système  de 
coordonnées  employé  pour  fixer  cette  position.  Elle  ne  changera 
pas,  soit  que  l'on  mette  la  quantité  complexe  z  sous  la  forme  /■e'/', 
soit  qu'on  la  mette  sous  la  forme  x  -\-  ij^  lors  même  que  les  sjm- 
boles  xç^\.y  représenteraient  eux-mêmes  des  quantités  complexes, 
pourvu  que  x  -\-  iy  fût  identiquement  égal  à  r^cosp  +  i  sinp).  Le 
]:iassage  de  l'un  des  modes  de  représentation  à  l'autre  correspon- 
drait à  une  simple  transformation  algébrique,  qui  se  ferait  suivant 
les  règles  établies. 

Soit  X,w  V 

ce  que  devient  l'expression  de  la  fonction  analytique  ^v,  lorsqu'on 
y  remplace  z  par  x  -+-  iy,  x  ely  étant  des  variables  indépendantes, 
réelles  ou  complexes.  Cette  fonction  devra  rester  constante  toutes 
les  fois  que  z=x-hiy  restera  constant.  Si  donc  on  élimine 
x  =  z  —  ij  ,  il  faudra  que  F(r  —  ^y^j)  reste  constante  en  même 
temps  que  z,  quel  que  soit;)  ;  donc  cette  fonction  devra  être  indé- 
pendante de  j  ,  et  sa  dérivée  partielle  par  rapport  ky, 

.  ÔY        à¥ 
dx       ôj 

devra  s'annuler  identiquement,  dès  qu'on  y  remplacera  x  par 
z  —  iy,  c'est-à-dire  par  une  valeur  quelconque.  Donc  toute  fonc- 
tion w:^  F  (x,  j'),  provenant  d'une  opération  analytique  exécu- 
tée sur  le  binôme  x  4-  iy,  devra  satisfaire  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles 


f).r 

.  r)<.. 

-; 1-  ' 

■  • 

=z  O 

Ô.V 

ôv  ■ 

Cours  de  Cale,  infin.,  III. 
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1094.  On  peut  encore  cLablir  celle  condition  comme  il  suit. 
Supposons  que  F[x,  j)  soit  une  fonction  ©(s)  =  9 (x  +  îj)  de 
la  variable  complexe  z  =x  -hij'-  Les  variables  x  et  y  étant  sup- 
posées indépendanles,  on  aura,  en  ne  faisant  varier  qu'une  seule 
d'entre  elles  à  la  fois, 


ÔF 
O-v" 

=  ?' 

(^)ë 

ÔF 

=  ?'' 

<■ 

d'où,  en  éliminant  a''(^),  on  lire  la  condition  nécessaire 

dF       .  àF 

-r~  +  i  --  =  o. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  identiquement  vérifiée, 

on  aura 

'^F  ,  ,  ^       ÔF   ,         .  ()F  , 

d.v  ■'  dj-    '  Ox  ' 

d'où  l'on  conclut,    pour  la  valeur  de  la  différentielle  totale  de  la 
fonction  F, 

.        ^)F  ,  ,  ,   ,  ÔF  , 

Or,  ^—  et  ^—  ne  pouvant  être  1  une  et  1  autre  identiquement  nulles, 
ùx       oy        ^  ^ 

si  F  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  la  condition  nécessaire  cl 
suffisante  pour  que  rfF(x,j^)  reste  nulle,  ou  pour  que  F(x,  j  )ne 
varie  pas,  c'est  que  x  -}-  iy  ne  varie  pas.  F(x,  j  ),  étant  donc  con- 
stante ou  variable  suivant  que  x-\-  iy  sera  constante  ou  variable, 
ne  dépendra  que  de  a:  -h  iy.,  et  sera  par  suite  delaforme  9  (^  H-  ij\ 
On  peut  enfin  remarquer  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  (1) 
est  un  cas  particulier  de  celle  dont  nous  avons  trailé  au  \\°  1062, 
et  dans  laquelle  il  suffit  de  faire  a  =  i  pour  en  conclure 

iv  =  'f[x  -^-iy). 

Ainsi  l'équation  (1)  exprime  que  la  fonction  w  dépend,  non  de  x 
ou  de  y  isolément,  mais  de  la  combinaison  x  -f-  iy  de  ces  deux 
\  arial)les. 
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1093.   L'équation  (i)   exprime    en   même    temps    la  condition 

nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fonction  tv--=  F(a:,  j^)  jouisse 

de  la  propriété  fondamentale  d'a\>oii-  une  dérivée  par  rapport  à 

dF (x,  r) 
la  l'arlahle  z  =  x  -\-  ir,  c'est-à-dire  pour  que  le  rapport  — — — -—- 

■^  ^  ^  '-  '^  d[x  -\-  iy) 

tende  vers  une  limite  déterminée,  indépendamment  du  rapport  des 
accroissements  dx^  dj  .,  c'est-à-dire  indépendamment  de  l'argument 
de  J^  [1090]. 

En  effet,   en  réduisant  les  différentielles  à  leurs  parties  princi- 


^         '              1      -         ,)j.  l 

L   dr 

il  vient 

dF   ,         âF  ,         I 
^     ,         .         -r—  a.t:  +  -—  (ir       — 

aF{x,j]        dx             dr            i 

--  [dx  +  idy] 

dr  ^                "  ' 

_  I  dF  __ 

dF 

f  /  (  .r  -r-  cj  )               dx  -+-  i  dj 

dx  -\-  idy 

i  df 

dx 

Donc  le  rapport 

dF(x,y] 

d[x  -^  ij) 

diV 

OU    -— 

(iZ 

tend  vers  la  limite  déterminée 

div        I 

d..- 

dx        i 

¥' 

toutes  les  fois  que  ^v  satisfait  à  la  condition  (i 

dn' 

Tz 


„       .  da'     .  ,..-.,  .     ,       .,    „ 

Réciproquement,  pour  que  —  ait  une  limite  clcteinninee,  il  laut 


(jue  le  rapport 

dF  _^dF  d^r^ 

dF{x,y]         dx    '    à}-  dx 


d{x-hij')  ,     .dj 

dx 

soit  indépendant  de  -4- i  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

dF     dF 
dx     dy 

c'est-à-dire  la  condition  (i). 

C'est  grâce  à  cette  propriété  qu'il  est  permis  d'appliquer  aux 
fonctions  analytiques  de  variables  complexes  les  règles  de  la  dif- 

16. 
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férentialion  cl  de  1  iiitéi^ralioii  indéfinie,  établies  pour  les  fonctions 
de  variables  réelles. 

1096.  Cette  propriété  n'appartient  pas  à  toute  espèce  de  quan- 
tité variable  continue  qui  serait  déterminée  d'une  manière  quel- 
conque par  la  position  du  point  z.  Par  exemple,  z  étant  connu,  on 
connaît  ses  composantes  rectangulaires,  c'est-à-dire  les  variables 
réelles  oc,  y.  D'après  ce  mode  de  détermination,  toute  fonction 
¥  [x^  j)  des  deux,  variables  indépendantes  réelles  x,j'  aurait  toutes 
ses  valeurs  définies  par  les  valeurs  correspondantes  de  z,  et  pour- 
l'ait,  à  ce  point  de  vue,  être  considérée  comme  une  fonction  de  z. 

Mais  il  faut  observer  que,  dans  cette  détermination,  on  emploie 
une  opération  qui  ne  peut  avoir  son  analogue  dans  le  calcul  des 
fonctions  de  variables  réelles,  savoir,  la  décomposition  de  la  quan- 
tité complexe  z  en  ses  deux  composantes,  l'une  réelle,  l'autre  ima- 
ginaire pure,  et  le  partage,  qui  s'ensuit,  d'une  équation  en  deux 
autres.  On  n'est  donc  pas  en  droit  d'appliquer  à  une  telle  fonction 
les  règles  établies  pour  les  fonctions  de  quantités  réelles.  Le  calcul  de 
telles  fonctions  exigerait  des  règles  spéciales,  qui  ne  comprendraien  t 
pas  comme  cas  particuliers  les  règles  relatives  aux  fonctions  de 
variables  réelles,  et  qui  présenteraient  à  l'égard  de  celles-ci  des 
différences  analogues  aux  différences  que  présentent  les  règles 
de  l'analvse  des  nombres  entiers  dans  la  Théorie  des  nombres. 
Dès  lors,  sans  parler  des  complications  qu'elle  pourrait  offrir, 
l'analyse  des  quantités  complexes  n'atteindrait  plus  son  but  prin- 
cipal, d'éclairer,  en  la  généralisant,  l'analyse  des  quantités  réelles. 

On  voit  déjà,  par  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  qu'une 
fonction  F(x,j'),  qui  ne  satisfait  pas  à  la  condition  (i),  ne  peut 
être  ti^aitée  comme  une  fonction  de  la  seule  variable  z,  lorsqu'il 
s'agit  de  lui  appliquer  les  règles  du  Calcul  différentiel. 

Par  exemple,  les  fonctions 

sont  bien  déterminées  pour  chaque  point  z\  mais,  en  faisant 

on  trouvei-a,  pour  les  limites  de  ---  relatives  a  ces  lonctions,  les 
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expressions 

pcosy                                              psinw  .     . 
=  e~'?  cos'f,                       ' =  e-'r  siny, 

pC"'r  rjé~-i  ^ 

oe~'°  ,  aoTfZ.r  +  2  rr/r 

' =;  e    -'r,  . ^ :^2  7-Cns'w  —  'vl^-'r, 

pe'f  oe"i  '  ' 

qui  dépendent  toutes  de  l'argument  (f  de  dz. 

1097.  Une  fonction  qui  satisfait  à  l'équation  (i)  et  qui,  par 
suite,  jouit  de  la  propriété  d'avoir  une  dérivée  indépendante  de  la 
direction  suivant  laquelle  on  a  donné  à  z  l'accroissement  infiniment 
petit  dz,  est  dite  une  fonction  monogène  de  z. 

L'existence  d'une  dérivée  supposant  nécessairement  la  conti- 
nuité de  la  fonction  primitive,  toute  fonction  monogène  sera  aussi 
continue,  sauf  pour  certaines  valeurs  singulières  de  la  variable. 

Les  fonctions  monogènes  satisfaisant  seules  à  la  loi  de  la  per- 
manence des  règles  du  calcul  et  pouvant  seules,  par  conséquent, 
être  employées  pour  la  généralisation  des  calculs  relatifs  aux  fonc- 
tions d'une  variable  réelle,  ce  seront  les  seules  que  nous  consi- 
dérerons dans  tout  ce  qui  va  suivre.  Nous  pourrons,  à  cause  de 
cela,  nous  dispenser  de  répéter  chaque  fois  le  mot  monogène,  et, 
quand  nous  parlerons  à^ une  fonction  de  la  variable  complexe  z, 
il  sera  bien  entendu  que  c'est  d'une  fonction  monogène  qu'il  s'agira. 

Une  fonction  continue  qui  est  à  la  fois  uniforme  et  mojiogèfie 
s'appelle  une  fonction  synectique. 

1098.  Supposons  la  fonction  sv  décomposée  en  ses  composantes 
rectangulaires,  de  sorte  que  l'on  ait,  u  et  v  étant  réels, 


L'équation  (i)  deviendra  alors 

du.        dv        .  [  du        f)( 
dr        ôf  \ôy  ~^  d.i 

et  se  jjartagera  ainsi  dans  les  deux  suivantes  : 

,    .  du        dv  du        dv 

d.v       Or  dj       dr 
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Ces  dernières  équations  expriment  les  relations  auxquelles 
doivent  satisfaire  deux  fonctions  réelles  u,  v  des  variables  in- 
dépendantes X,  j%  pour  qu'on  puisse  les  considérer  comme  les 
composantes  rectangulaires  d'une  fonction  monogène  du  binôme 
X  -1-  ij. 

1099.  Si  l'on  diffcrentie  les  équations  (2)  successivement  par 
rapport  à  .r  et  h  y,  on  en  tire,  par  addition  et  soustraction, 

d- u       d-u  d-i'       ô-c 

0.1-        dj-  ô.r-       Or- 

ce  qui  montre  que  chacune  des  fonctions  u,  i^,  de  même  aussi  que 
la  fonction  w  =  ii-\-  iv,  est  assujettie  à  satisfaire  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre 

d-M        d-oi 

Nous  avons  vu  [1044]  que  l'intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion est 

M  =  rj[x  -+-  if  )  -4-  7. ( .r  —  ix)y 

fonction  qui  est  la  somme  de  deux  fonctions  monogènes,  mais  qui 
n'est  elle-même  monogène  que  lorsqu'une  des  deux  fonctions  cj> - 
ou  y^  s'annule. 

1 100.  Si,  au  lieu  de  mettre  la  variable  z  sous  la  forme  x  -+-  iy, 
on  l'emploie  sous  la  forme  j-e'P,  on  obtiendra,  par  des  calculs  ana- 
logues aux  précédents, la  condition  pour  qu'une  fonction  w  =n(;*,  p) 
des  variables  indépendantes  /',  p  ne  dépende  que  de  la  combinaison 
7'e'P  de  ces  variables.  En  substituant  à  /■  sa  valeur  ze~'P,  il  vient 

w  =  n[ze-''',p], 

qui  ne  doit  plus  dépendre  de  p.  Si  l'on  égale  à  zéro  la  dérivée  de 
cette  expression  par  rapport  à  p,  on  obtiendra,  pour  la  condition 
de  mojiogéncité  de  cette  fonction, 

,    _  On'         .<}«' 

^    '  ôr  dp 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  soit  en  éliminant  par  dilTéren- 
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S. 

tialion  la  fonction  o  de  la  relation  tv  =  o[reP'),  soit  en  opérant 
dans  l'équation  (i)  un  changement  de  variables,  soit  enfin  en 
cherchant  directement  la  condition  pour  que  le  rapport 

di\' 


dire'''] 


tende  vers  une  limite  déterminée,   indépendante  de  la  direclioji 
de  dz. 

Si  l'on  met  la  fonction  w  sous  la  forme  Re''*,  R  et  P  étant  réels, 
l'équation  (i)*  se  partagera  dans  les  deux  suivantes  : 

Or  op  op  ai- 

1101.   En  supposant  les  conditions  (2)  remplies,  posons 

d'où 

Ôx  Of  ^  ' 

et  par  suite 

div  =  ;X  +  iY)[dx  -f-  idy-'  =  [X  -h  iY)dz. 
Donc  la  dérivée  totale  de  w  par  rapport  à  ^  a  pour  expression 

dn'         d(i'  I    0((' 

dz  Ox         i    Oj' 


(4)  -:77  =  T7T,  =  7:T7-=X  +  '-Y 


ri02.   La  dérivée  —-5  donnée  parla  formule  (4),  est,  aussi  bien 

(IZ 

que  w,  une  fonction  monogène  de  z.  On  a,  en   effet,  d'après  les 
équations  (3), 

dX  __    d-v    _dY       6)X_   d'-u    _       OY 
Ox        Oxdy        âr         Oy        Ox  ôj  Ox 

ce  qui  donne   pour  la    fonction  X  H- 1 Y    l'analogue    des  condi- 
tions (2). 

Il  en  est  de  même,  d'après  les  équations  (^4)>  pour  les  dérivées 

partielles   ,—  et  -^r-- 
^  dx        Of 
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Donc,  si  w  est  une  fonction  monogène  de  c.=x-\-ij',  toutes 
ses  dérivées  des  divers  ordres,  soit  totales,  soit  partielles,  seront 
aussi  des  fonctions  monogènes  de  z. 

1103.  Supposons  que  la  variable  z  soit  elle-même  une  fonction 
monogène  d'une  autre  variable  ^  =  ^  H-  ir},  de  sorte  que  l'on  ait 

Toute  fonction  monogène  de  z  sera  aussi  une  fonction  monogène 
de*C. 

On  a,  en  effet,  en  supposant  iv=-.y(-), 

an'  àz         ôiv  (h 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  (i)  appliquée  à  la  fonction  z  =  '■^["Q, 


ai;  do  \  <h         (h 

donc  -w,  considéré  comme  fonction  de  ^  et  de  yj,  est  une  fonction 
monogène  de  ^  H-  r/j. 

Autrement,  on  a,  quel  que  soit  dz, 

d(v=f'[z]dz, 
et  de  même,  quel  que  soit  d^, 

dz  =  f'[-c]d:. 


Donc 


^' =/'(=)/(?] 


est  une  quantité  indépendante  de  d'(^;   donc  w  est  une  fonction 
monogène  de  la  variable  ^. 

llOi.   La  condition  de  monogénéilé,  expi'imée  par  l'équation 
da'z=  (X+  iY)dz, 

correspond   à    une    relation    géométrique    remarquable    entre   les 
points  du  plan  qui  représentent  les  valeurs  de  la  variable  z  et  ceux 
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qui  représentent  les  valeurs  de  la  fonction  w.  Si  Ton  représente 
les  différentielles  de  :;  et  de  w  par 

la  formule  précédente  donne 

d'où,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  modules  et  les  arguments, 

T  i :  +  Y 

-  =  V^'  +  ^S     Z~?  =  arc  tang  ---  • 

0  -h-  A. 

On  voit  par  là  que,  dz  et  dw  étant  deux  accroissements  infini- 
ment  petits  simultanés   de  la  variable   z  et  de  la   fonction  w,   le 

l'apport  -  de  leurs  modules  et  la  différence  y^  —  9  de  leurs  argu- 
ments ne  dépendent  pas  de  (p  ou  de  dz,  mais  seulement  de  la  posi- 
tion du  point  z  lui-même. 

Donc,  si  zz^ ,  zzo  [fig-  84)  sont  deux  accroissements  infiniment 
petits  de  z,  et  wïv^,  -ww-^  les  accroissements  correspondants  de  w. 


les  deux  triangles  zZiZ2  et  ■ww^w.^  seront  toujours   directemeni 
seinhlahles. 

Si  donc  on  donne  sur  un  plan  un  système  de  points  [x,j)^  et 
que  l'on  représente  ce  système  par  les  points  {u,^')  d'un  autre 
plan,  en  établissant  entre  les  coordonnées  des  points  correspon- 
dants des  deux  systèmes  une  relation  arbitraire  de  la  forme 

Il  H-  /(•  ^z  '^  (  X  -t-  iy  ) , 

les  figures  formées  par  ces  deux  systèmes  de  points  correspondants 
seront  semblables  dans  leurs  éléments  infiniment  petits. 

1105.    Une    fonction    d'un   nombre    quelconque    de    variables 
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f(^x,y,  •  ■  •)  est  dite  continue   dans   le    voisinage   du  système    de 

valeurs  x.  7 lorsque,    poui"    des    accroissements    infiniment 

petits  donnés  à  ces  variables  à  partir  de  ce  système  de  valeurs, 
l'accroissement  de  la  fonction, 

f[x  4-  dx,  y  +  d),  .  .  .]  —  f[.T.,y,  .  .  .), 

est  lui-même  infiniment  petit,  quels  que  soient  les  rapports  des 
accroissements  dx,  dj,  ....  Dans  le  cas  contraire,  la  fonction  est 
discontijiiie  dans  le  voisinage  du  point  {x,r,  .  .  .). 

Une  foncliony(z)  d'une  variable  complexes  -^^z  x  -\-  ij,  étant 
un  cas  particulier  d'une  fonction  de  deux  variables  réelles,  sera 
continue  dans  le  voisinage  du  point  z,  lorsque  la  différence 
df[z)  ■=:f{^z  H-  dz)  — y  (2)  sera  infiniment  petite  en  même  temps 
que  dx  et  dj,  c'est-à-dire  en  môme  temps  que  le  module  de  dz, 
ou  que  dz  lui-même. 

La  fonctiony(^)  sera  dite  continue  dans  une  portion  de  plan 
ou  dans  une  aire  donnée,  lorsqu'elle  sera  continue  dans  le  voisi- 
nage de  tout  point  z  situé  à  l'intérieur  de  cette  aire. 

Pour  les  points  du  contour  cjui  limite  l'aire,  il  pourra  arriver 
que  la  fonction  cesse  d'être  continue  relativement  aux  points 
situés  en  dehors  du  contour  ou  sur  le  contour  lui-même.  On 
devra  donc  indiquer,  dans  chaque  cas  particulier,  si  le  contour  est 
ou  non  compris  dans  la  région  de  continuité. 

D'après  cela,y(^)  variei'a  d'une  manière  continue  entre  deux 
limites  données  z^,  Z,  lorsque,  z  passant  de  la  position  z^  à  la 
position  Z  par  un  chemin  de  forme  quelconque,  pourvu  qu'il  ne 
présente  aucune  interruption,  les  valeurs  àej\z)  correspondantes 
à  deux  positions  infiniment  voisines  sur  le  chemin  donné  diffèrent 
entre  elles  infiniment  peu. 

Remarquons  que,  généralement,  il  ne  faut  considérer  comme 
infiniment  voisins,  sur  la  courbe  décrite  par  z,  que  les  points  tels 
que  z  passe  de  l'un  à  l'autre  en  parcourant  un  arc  de  cette  courbe 
infiniment  petit;  de  sorte  que,  dans  le  voisinage  du  point  de 
croisement  de  deux  branches  de  cette  courbe,  deux  points,  si 
petite  que  soit  leur  dislance  rectiligne,  ne  devront  pas,  dans 
certaines  circonstances,  être  regardés  comme  infiniment  voisins, 
s'ils  appartiennent  à  des  branches  différentes. 

Si  la  courbe  qui  va  de  Zq  à  Z  est  située  tout  entière  à  l'intérieur 
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de    Vaiie  de  contimiité  de  la   fonction /'(::),  celte  fonction  sera 
nécessairement  continue  tout  le  long  de  cette  courbe. 

1106.  Une  fonction  peut  devenir  discontinue  de  plusieurs 
manières,  soit  en  passant  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une 
valeur  finie  difierente,  comme  cela  a  lieu  pour  l'ordonnée  d'une 
courbe  présentant  un  point  de  rupture;  soit  en  devenant  infinie 
pour  certaines  valeurs  de  la  variable,  comme  les  fonctions 

T 

I  773  — ;— 

5      tang  —  )      e  "     '  j 

z  —  c  ic 

pour  ^  =  c. 

Un  point  z  =  c  pour  lequel  la  fonction  y  (z)  devient  infinie 
s'appelle,  pour  abréger,  un  infini  de  cette  fonction. 

De  même,  un  point  pour  lequel  la  fonctiony(:î)  s'annule  est  dit 
un  zéro  de  cette  fonction. 

1107.  Une  fonction  peut  présenter  des  infinis  de  diverses 
natures,  que  l'on    distinguera   par   la    considération    des   valeurs 

correspondantes  de  l'inverse  — —  de  cette  fonction. 


Pour  les  fonctions j  tang^-?  par  exemple,   qui  ont  toutes 

les  deux  pour  infini  le  point  c,  les  valeurs  inverses  z  —  cet  cot  — 
s'annulent  l'une  et  l'autre  en  ce  point,  et,  de  plus,  elles  sont  con- 
tinues dans  son  voisinage.  La  fonction  &'~'^,  au  contraire,  est 
infinie  lorsque  z  —  c  tend  vers  zéro  par  une  suite  de  valeurs  posi- 
tives; mais  elle  est  nulle  quand  on  fait  tendre  z —  c  vers  zéro  par 
des  valeurs  négatives;  et  la  même  chose  a  lieu,  seulement  dans 

un  ordre  différent,  pour  la  valeur  e  ""''  de  l'inverse  de  la  même 
fonction.  Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  donc  que  l'inverse  de  la 
fonction  est  discontinu  aussi  bien  que  la  fonction  elle-même. 

Nous  donnerons  le  nom  à'injini  proprement  dit  ou  de  point  de 
discontinuité  de  première  espèce  [')  d'une  fonction /"(z)  à  toute 


(')  M.  C.  Neumann  a  proposé  la  dénomination  de  pôle  pour  désigner  ces  valeurs. 
Il  nous  a  semblé  que  ce  mot  est  déjà  employé  en  Mathématiques  dans  trop  de  sens 
différents  pour  qu'il  soit  convenable  de  lui  attribuer  encore  une  nouvelle  acception. 
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valeur  c  pour  laquelle,  à  une  \alcur  infininicnl  petite  et  d'argiunent 
quelconque  de  la  différence  - — c,  correspond  une  valeur  infi- 
niment grande  àcf[z),  et  une  valeur  infiniment  petite  et  continue 

de  l'expression  inverse 

Nous  réservons  le  nom  de  points  de  disconlinuitc  proprement 

dite  ou  de  seconde  espèce  aux  valeurs  pour  lesquelles  --7^^  devient 

discontinu  en  même  temps  que  /(c),  c'est-à-dire  pour  lesquelles 

f(z)  et  — passent  brusquement  l'un  cl  l'autre  d'une  valeur  finie 

à  une  valeur  différente,  soit  finie,  soit  infinie. 

On  voit  que,  si  une  fonction  ^(z)  n'admet  que  des  inji/iis  pro- 
prement dits  ou  discontinuités  de  prentière  espèce,  tout  infini  de 

f(z)  sera  un  zéro  de  son  inverse  —. —  5  et,    vice  versa,  tout  zéro 
de  f(z)  sera  un  infini  de  --. 


1108.  Nous  avons  appelé  uniforme  une  fonction  qui  n'admet, 
pour  cliaque  valeur  de  la  variable,  qu'une  seule  valeur  déterminée. 

Telles  sont  les  fonctions  qui  résultent  des  opéralions  rationjielles 
de  l'Algèbre  :  addition  et  soustraction,  multiplication,  division, 
élévation  aux  puissances  entières.  Telles  sont  encore  les  fonctions 
définies  comme  limites  de  sommes  de  séries  absolument  conver- 
gentes :  par  exemple,  les  fonctions  ex[)onentielles  et  circulaires. 
Tels  sont  enfin  les  résultats  des  diverses  combinaisons  d'un  nombre 
fini  de  ces  opérations  entre  elles. 

En  particulier,  si  f{z)  est  une  fonction  uniforme,  son  inverse 

—. —  sera  aussi  une  fonction  uniforme. 

H09.    Si  l'une  des  fonctions  f(z),  — —  a  un  infini  proprement 

dit  au  point  c,  l'autre  fonction,  étant  continue  dans  le  voisinage  du 
même  point  (<jui  est  pour  elle  un  zéro),  sera  encore  uniforme  en 
ce  point,  si  elle  l'est  pour  tous  les  points  infiniment  voisins.  Nous 
dirons  alors  que  celle  des  deux  louchons  (pii  devient  infinie,  et 
([ul  est  uniforme  dans  le  voisinage  de  son  infini,  est  encore  uniforme 
pour  cet  infini  même. 
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Si,  au  contraire,  la  fonction /(^j  a  en  c  une  discontinuité  de 
seconde   espèce,   auquel  cas   il  en  est  de  même  pour  la  fonction 

,.,    .  ?  alors  f(z)    et-.,^  ne    seront   pas   uniformes    au    point  c, 
quoiqu'elles  puissent  être  unifoi-mes  en  tout  autre  point. 

1110.  Si  deux  variables,  w  el  z,  sont  liées  entre  elles  de  telle 
manière  que,  pour  chaque  valeur  de  z,  sv  prenne  une  valeur  déter- 
minée, mais  ne  prenne  jamais  la  même  valeur  pour  deux  valeurs 
de  z  différentes  entre  elles,  alors  z  pourra  être  considéré  comme 
une  fonction  uniforme  de  w.   C'est  ce  qui  a   lieu   pour  les  deux 

fonctions 

az  ~\-  h 

iv  =z  az  -^  b,      fv  = 5 

'  cz  -r-  d 

z  étant,  dans  les  deux  cas,  une  fonction  uniforme  de  w,  aussi  bien 
que  iv  est  une  fonction  uniforme  de  z. 

Mais  généralement  il  n'en  est  point  ainsi.  Une  fonction  w  de  z 
reprend  la  même  valeur  en  différents  points  du  plan,  qui  peuvent 
être  en  nombre  fini  ou  infini.  Il  en  résulte  alors  que,  si  l'on  con- 
sidère réciproquement  z  comme  une  fonction  de  w,  la  valeur  en 
question  de  sv  correspondra  à  plusieurs  valeurs  différentes  de  ^,  et 
que  z  sera,  par  suite,  une  fonction  multiforme  de  w. 

Ainsi  nous  avons  vu  que  la  fonction  w  =  s",  n  étant  entier, 
prend  des  valeurs  égales  en  n  points  distribués  régulièrement  sur 
un  même  cercle.  Si  donc  on  cherche  à  déterminer  z  par  la  condi- 
tion que  w  prenne  une  valeur  donnée  iVo,  on  trouvera  pour  solutions 
n  points  différents.  On  dira  alors  que  ~  =:  vvv  est  une  fonction  de 
w  à  n  déterminations ,  ou  une  fonction  n-forme  de  w. 

Si  deux  variables  sv  g,\.  z  sont  liées  entre  elles  par  une  équation 
algébrique  du  degré  m  par  rapport  à  ^v  et  du  degré  n  par  rapport 
à  2,  <v  sera  une  fonction  m-forme  de  z,  et  z  une  fonction  /z-formc 
de  ^v. 

La  fonction  exponentielle  (V  =  e~  ne  change  pas  lorsqu'on  y 
augmente  z  d'un  multiple  quelconque  de  i%i.  Donc  la  fonction 
inverse  z  =  logçv,  définie  par  l'équation  précédente,  sera  une 
fonction  injiniliforme  de  w,  admettant,  pour  chaque  valeur  de  vv, 
toutes  les  valeurs  de  ~,  en  nombre  infini,  comprises  dans  la  for- 
mule z  -t-  ikr.i,  quel  que  soit  l'entier  A. 
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Remarquons,  en  général,  que,  si  la  fonction  \v  =  fiz)  est 
périodique,  la  ronclion  inverse  ^r  =  o  ((v)  admettra  nne  infinité 
de  valeurs,  diflérant  entre  elles  de  multiples  quelconques  de 
l'indice  de  périodicité. 

§  II- 

REPRÉSENTATION   d'uNE    VARIABLE    COMPLEXE    SUR    LA    SPHÈRE 
ET    SUR    LE    PLAN    ANTIPODE. 

dlll.  Considérons  une  splière  de  diamètre  égal  à  l'unité,  tan- 
gente en  l'origine  O  au  plan  des  coordonnées  x,  y,  ou  plan  Jioii- 
zontal,  et  située  au-dessous  de  ce  plan,  par  rapport  à  un  observateur 
situé  au-dessus  du  plan,  c'est-à-dire  voyant  les  mouvements  de 
rotation  directs  s'effectuer  dans  ce  plan  en  passant  de  sa  droite  vers 
sa  gauche.  Soit  O'  le  pôle  iiiférieuv  de  la  sphère,  opposé  au  pôle 
supérieur  O. 

Etant  donné  un  point  z  ==^rp  du  plan  horizontal,  si  nous  le  joi- 
gnons au  point  O'  par  une  droite  O':^,  qui  rencontre  la  sphère  au 
point  '(  et  fasse  avec  O'O  un  angle  u,  mesuré  par  la  longueur  de 

l'arc  O':;^,  on  aura 

tangu  =z  7; 

et  le  point  z  aussi  bien  que  le  point  ^  pourront  être  considérés 
comme  des  représentations  de  la  même  expression 

re'/'  r=:  tang-j.c'>. 

Il  est  aisé  de  voir,  en  effet,  que  chacun  des  deux  points  z,  T  est 
complètement  déterminé  quand  l'autre  est  donné. 

Si  l'un  de  ces  points  se  déplace  d'une  manière  continue,  l'autre 
se  déplacera  aussi  d'une  manière  continue.  A  un  contour  tracé  sur 
l'une  des  deux  surfaces,  le  plan  ou  la  sphère,  correspondra  un 
contour  de  même  nature  tracé  sur  l'autre;  les  deux,  contours 
seront  à  la  fois  ouverts  ou  fermés,  simples  ou  multiples. 

Si  le  point  z  s'éloigne  à  l'infini,   tangu  croissant  indéfiniment, 

y  tendra  vers  -»  et  le  point  ?[  s'approchera  du  pôle  O',  lequel  cor- 
respondra par  conséquent  à  la  valeur  .z  z^zo  .  Donc,  à  l'aide  de  la 
sphère,  on  peut  représenter  par  un  point  déterminé,  non-seulement 
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chaque  valeur  finie  de  z,  mais  encore  la  valeur  z  =:=  oo  ,  à  laquelle 
correspond  le  point  unique  et  déterminé  O'. 

D'après  cela,  un  contour  qui,  sur  le  plan  horizontal  des  z,  aurait 
deux  hranches  infinies,  comme  une  parahole,  sera  remplacé,  sur 
la  sphère,  par  un  contour  fermé,  passant  par  le  pôle  O'.  De  même, 
à  une  hyperbole  tracée  sur  le  plan  des  z  correspondra  sur  la  sphère 
un  contour  de  forme  analogue  à  celle  d'un  8,  ayant  son  point 
multiple  en  O'. 

H12.  Nous  avons  dit  tout  à  l'heure  qu'à  un  déplacement  infi- 
niment petit  de  l'un  quelconque  des  points  z,  (^  correspond  géné- 
ralement un  déplacement  infiniment  petit  de  l'autre,  de  sorte 
qu'une  fonction  continue  de  l'une  des  variables  -,  ^  est  aussi  une 
fonction  continue  de  l'autre.  Mais  il  peut  y  avoir  exception 
pour  le  point  de,  l' infini  O'. 

En  efl'et,  sur  le  plan  des  ::,  les  valeurs  de  z  de  module  infiniment 
grand  et  d'arguments  différents  vont  en  divergeant  de  plus  en  plus  , 
tandis  que  les  points  correspondants  de  la  sphère  vont  en  conver- 
geant vers  le  même  point  O',  indépendamment  des  valeurs  des  argu- 
ments. A  ces  valeurs  divergentes  de  z  peuvent  correspondre  des 
limites  différentes  pour  la  valeur  d'une  fonction  donnée  de  z.  Il 
peut  donc  se  faire  qu'une  fonction  uniforme  et  continue  pour  tous 
les  points  de  la  sphère  autres  que  O'  devienne  multiforme  et  dis- 
continue en  ce  point,  où  se  réunissent  des  valeurs  de  la  fonction 
différant  entre  elles  de  quantités  finies  ou  infinies. 

Par  exemple,  la  fonction 

az"  -I-  hz  -h  c 
a'  z'-  -\-  b'  z  -\-  c 

qui,  pour  z  zz=z  zo  ,  tend  vers  la  limite  finie  et  déterminée  —i  quel 

que  soit  l'argument  de  z,  sera  encore  uniforme  et  continue  en  O', 
par  rapport  à  la  variable  (^. 

Au  contraire,  la  fonction  [367] 

sine;  =  sin.r  Ch  )"  -f-  i  cos^tSlir 
ne   tend  pas  vers  une  limite  déterminée  pour  ::  =  o)  ;  car,  pour 
X  =  o,  ou  p  =  -5  elle  devient  i  X  X)  ;  pour  7  =:  o,  ou  p  --  o,  elle 
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devionl  slncc  ,  quantité  indéterminée  et  susceptible  de  toutes  les 
valeurs  comprises  entre  —  i  et  H-i.  Donc  en  0'  la  fonction  sine 
n'est  plus  uniforme  et  continue  comme  en  tous  les  autres  points 
de  la  sphère.  Elle  a  en  ce  point  une  discontinuité  de  seconde 
espèce  [1107]. 

1113.  On  peut  concevoir  le  passage  de  la  représentation  sur  le 
plan  à  la  représentation  sur  la  sphère  comme  résultant  d'une  défor- 
mation continue  du  plan,  qui  consisterait  en  ce  que  chaque  point  ~ 
du  plan  se  transporterait  sur  la  sphère  sans  changer  d'azimut,  en 
suivant  la  droite  O'^.  Par  un  semlilahle  mouvement  de  tous  ses 
points,  la  droite  Oz  viendrait,  en  se  raccourcissant,  s'appliquer 
sur  l'arc  de  grand  cercle  OÇ.  Dans  ce  mouvement,  un  observateur 
placé  en  z,  debout  au-dessus  du  plan  horizontal,  viendrait,  en 
accompagnant  le  point  z,  se  placer  au  point  '(,  sur  le  prolongement 
du  ravon  de  la  sphère. 

On  voit  aisément  comment  le  point  ';^  se  changerait  en  z  par  la 
transformation  inverse,  qui  consisterait  à  appliquer,  en  le  dilatant, 
l'arc  0'(  sur  sa  tangente  Oz,  l'extrémité  '(  suivant  la  droite  O'^. 

111-4.  Si  maintenant,  au  lieu  d'appliquer  0{^  sur  sa  tangente 
en  O,  on  applique  de  la  même  manière  l'arc  O'^  sur  sa  tangente 
en  O',  en  faisant  suivre  à  l'extrémité'^  la  droite  O'C,  ce  point  se  trans- 
portera en  un  point  z' ,  que  l'on  pourra  considéi'er  comme  une 
nouvelle  transformation  du  point  z.  Dans  ce  déplacement,  l'obser- 
vateur debout  en  '{^,  sur  la  surface  extérieure  de  la  sphère,  viendra 
se  placer  debout  en  z',  au-dessous  du  plan  tangent  à  la  sphère  en  O', 
auquel  nous  donnerons,  pour  cette  raison,  le  nom  de  plan  antinodc 
du  plan  horizontal. 

Pour  l'observateur  ainsi  transporté,  les  mouvements  autour  de 
l'axe  00'  qui,  dans  sa  position  primitive,  s'elfectuaient  pour  lui 
de  droite  à  gauche  ou  dans  le  sens  direci,  s'eflèclucront  maintenant 
de  gauche  à  droite  ou  dans  le  sens  lêlrogradc  Si  donc  on  con- 
tinue à  considérer  comme  posilijs  les  angles  décrits  dans  le  sens 
direct,  il  faudra  prendre,  dans  le  plan  antipode,  les  angles  déeiùts 
autour  de  l'axe  des  [pôles  avec  un  signe  contraire  à  celui  qu'on 
leur  atlribuall  dans  le  [)lan  hoi'i/.Dnlal.  leur  Nuieur  numéri(pic  res- 
laiil  la  inènic. 
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De  plus,  les  distances  O;::  et  O' z'  ayant  pour  valeui's  tangu  et 
cotu,  leur  produit  est  égal  àTunité. 

Donc,  si  l'on  rapporte  le  point  z'  à  l'origine  O'  et  à  un  axe  O' x' , 
qui  soit  la  projection  de  Ox  sur  le  plan  antipode,  et  si  on  le  repré- 
sente, en  conséquence,  par 

on  devra  prendre 

d'où  il  résulte 

, I 

z 

Donc,  en  adoptant  les  conventions  précédentes,  la  nouvelle 
variable  z'  sera  une  fonction  monogène  de  rancienne  variable  z,  et 
par  suite  [H 03]  toute  fonction  monogène  de  z  sera  aussi  une  fonc- 
tion monogène  de  z' ,  et  réciproquement. 

On  voit,  de  pliïs,  qu'à  une  valeur  infinie  de  l'une  des  deux 
variables  z,  z'  correspond  une  valeur  nulle  de  l'autre,  et  vice  versa. 
On  peut  donc,  à  l'aide  de  cette  transformation,  remplacer  l'étude 
d'une  fonction  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  la  variable 
par  l'élude  de  la  même  fonction  dans  le  voisinage  de  la  valeur  zéro 
de  la  variable  réciproque.  Ainsi  l'ensemble  de  ces  deux  plans  des 
z  ci  des  ;;'  équivaut  à  la  sphère  comme  moyen  de  représentation, 
dans  un  espace  fini,  de  toutes  les  valeurs,  tant  finies  qu'infinies, 
de  la  variable  z. 

§  m. 

INTÉGRALES    DES   FONCTIONS    d'uWE    VARIABLE    COMPLEXE, 
PRISES    LE    LONG    d'tN    CONTOVR.    DONNÉ. 

illo.  Nous  appellerons  aire  une  portion  de  plan  limitée  de  toutes 
parts ,  et  contour  de  l'aire  la  ligne  ou  l'ensemble  de  lignes  qui 
limitent  cette  aire. 

Une  aire  sera  dite  simpleinent  connexe  lorsque  son  contour 
sera  formé  d'un  seul  trait  continu,  de  manière  qu'on  puisse  par- 
courir entièrement  ce  contour  sans  pénétrer  dans  l'aire.  Telles  sont 
les  aires  du  triangle,  du  cercle,  etc. 

II.  _   Cours  de  Calcul  infin.,  \\\.  1'] 
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Une  aire  sera  dite  douhlenicnt,  Iriplenient,  .  .  .  connexe  si  son 
contour  se  compose  de  deux,  de  trois,  .  .  .  parties  fermées  qui  ne 
se  rencontrent  pas,  et  telles  qu'on  ne  puisse  passer  de  l'une  à  l'autre 
sans  pénétrer  dans  l'intérieur  de  l'aire.  L'espace  compris  entre  deux 
cercles  concentriques  est  une  aire  doublement  connexe. 

1116.  Une  même  ligne  servant  de  limite  à  la  fois  aux  deux  por- 
tions de  plan  qu'elle  sépare,  il  importe  de  distinguer,  par  une  con- 
vention relative  au  sens  dans  lequel  on  suppose  cette  ligne  par- 
courue, celle  des  deux  portions  du  plan  que  l'on  considère  comme 
étant  le  champ  de  variation  de  la  quantité  ::. 

Imaginons  un  observateur  debout  sur  la  partie  supcrienre  du 
plan,  et  faisant  le  tour  de  l'aire  considérée,  de  manière  à  avoir  con- 
stamment cette  divreà  sa  gauche.  Le  sens  dans  lequel  devra  marcher 
cet  observateur  s'appellera  le  sens  direct  ou  la  direction  positive 
du  contour  de  cette  aire.  Le  sens  opposé  s'appellera  le  sens  rétro- 
grade ou  la  direction  7iégatiue  du  contour. 

Si  l'on  considère  tour  à  tour  comme  aire  les  deux  portions  de 
plan  limitées  parla  même  ligne,  le  sens  qui  sera  direct  par  rapport 
à  l'une  sera  rétrograde  par  rapport  à  l'autre.  Il  suffira  d'indiquer 
le  sens  que  l'on  considère  comme  direct,  pour  que  l'on  sache  par 
cela  même  de  laquelle  des  deux  portions  du  plan  il  doit  être  ques- 
tion. 

Ainsi,  dans  la^/g".  85,  les  flèches   qui  indiquent  le  sens   direct 

Fig.  85. 


pour  chacun  des  deux  contours  montrent  que  l'aire  que  l'on  veut 
considérer  est  la  portion  ombrée,  comprise  entre  les  deux  courbes. 

1117.   Une  droite  indéfinie  dans  les  deux  sens,  menée  à  travers 
une  aire,  rencontre  nécessairement  le  contour  de  l'aire  un  nombre 
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pair  de  fois,  autant  de  fois  pour  entrer  dans  Taire  que  pour  en 
sortir. 

Supposons  d'abord  cette  droite  parallèle  à  l'axe  des  x,  et  par- 
courue dans  le  sens  des  x  croissants.  Si  l'on  représente  par  x^ 
X.2,  •  •  •  ;  x-2,,1  les  abscisses  des  points  de  rencontre  consécutifs  de 
cette  droite  avec  le  contour,  les  abcisses  d'indices  impairs  corres- 
pondront à  des  points  à^entrée,  les  abscisses  d'indices  pairs  k  des 
points  de  sortie. 

Si  un  point  s'avance  sur  le  contour  de  l'aire  représentée  par  la 
jiartie   ombrée  de  la  fig.   86,   de  manière  que  sa  projection  sur 


Fig.  86. 


l'axe  des  j^  marche  dans  le  sens  des  j>-  croissants;  si  ce  point 
passe  du  dessous  au  dessus  de  la  parallèle  aux  x,  ce  point  marchera 
dans  le  sens  rétrograde  à  chaque  entrée  de  cette  parallèle,  et 
dans  le  sens  direct  à  chaque  sortie.  Cela  revient  à  dire  que,  si  un 
point  parcourt  le  contour  constamment  dans  le  sens  direct,  l'é- 
lément qu'il  décrit  en  passant  par  un  point  de  sortie  fait  un  angle 
aigu  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  j  ;  l'élément  qu'il  décrit 
en  passant  par  un  point  à'entrée  fait  un  angle  obtus  avec  cette 
même  partie  positive. 

D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  djii  la  variation  de  l'ordonnée  j' 
du  point  mobile  sur  le  contour  lorsqu'il  rencontre  la  parallèle  aux 
X  à  l'extrémité  de  l'abscisse  X/,,  dy^  sera  positif  ou  négatif  suivant 
que  Xk  correspondra  à  un  point  de  sortie  ou  à  un  point  d'entrée, 
c'est-à-dire  suivant  que  l'indice  A"  sera  pair  ou  impair.  Si  l'on 
désigne  donc  par  dj  la  distance  absolue  de  deux  parallèles  à  l'axe 
des  X  infiniment  voisines,  on  aura,  en  général, 


dvi^  =  ( —  ^Y'  <^h 


n- 
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4H8.  Soit  maintenant  V  =  V(j:,j')  une  fonction,  réelle  ou 
complexe,  des  deux  variables  réelles  x,y'^  qui  soit  continue  (et 
par  suite  finie)  dans  toute  Tétendue  d'une  aire  donnée  3,  y  compris 
le  contour  de  cette  aire.  Supposons,  de  plus,  que  la  fonction  V 
soit  unifuinie  dans  toute  cette  étendue,  c'est-à-dire  qu'elle  ne  soit 
susceptible  que  d'une  seule  valeur  pour  un  sj'stème  quelconque  de 
valeurs  de  x  et  de  j^,  correspondant  à  un  ])oint  quelconque  de 
l'aire  ou  de  son  contour.  Il   pourra  se  faire   quelquefois   que   la 

dérivée  —  ne  soit  pas   toujours  finie  et  continue;   mais  il  nous 

suffit  ici  que  la  fonction  V  elle-même  le  soit  [458]. 
Considérons  l'intégrale  double 


ff, 


relative  à  tous  les  éléments  dxdj  de  l'aire  ^.  Pour  l'évaluer,  nous 
couperons  d'abord  l'aire  par  des  parallèles  à  l'axe  des  x  infiniment 
rapprochées,  et  nous  évaluerons  la  valeur  de  l'intégrale  correspon- 
dante à  la  tranche  intiniment  mince  comprise  entre  deux  parallèles 
consécutives.  Cette  valeur  se  composera  d'autant  de  parties  qu'il 
y  a  de  couples  de  points  d'entrée  et  de  sortie.  On  prendra  l'inté- 
grale indéfinie 

on  ajoutera  les  valeurs  de  cette  quantité  correspondantes  aux 
points  de  sortie,  et  l'on  retranchera  les  valeurs  correspondantes 
aux  points  d'entrée.  Si  l'on  désigne  donc  par  \ j^  la  valeur  de  V  qui 
répond  à  l'abscisse  Xk,  on  devra  ajouter  les  valeurs  \hdj  qui 
répondent  à  A'  pair,  et  retrancher  celles  qui  répondent  à  A  impair, 
ce  qui  donne,  pour  l'intégrale  prise  dans  l'étendue  de  la  tranche, 

Or,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  numéro  précédent,  si 
Jr/,  est  la  variation  de  l'ordonnée  y  d'un  mobile  parcourant  le 
contour  dans  le  sens  direct,  obtenue  lorsque  ce  mobile  traverse  la 
tranche  considérée  au  point  {xk,y),  on  a  dr/i=  ( — ^^dj.  Donc 
la  valeur  de  l'intégrale  relative  à  la  tranche  peut  s'exprimer  par 
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Pour  avoir  maintenant  l'intégrale  double  relative  à  l'aire  totale  3, 
il  faudra  faire  la  somme  de  toutes  les  expressions  analogues  à  la 
précédente,  en  faisant  varier  y  entre  ses  limites  extrêmes.  On 
obtiendra  ainsi  la  somme  des  produits  des  valeurs  de  \  relatives  à 
tous  les  points  du  contour,  multipliées  respectivement  par  les 
variations  correspondantes  de  l'ordonnée  y  d'un  point  mobile 
parcourant  le  contour  dans  le  sens  direct,  lorsque  ce  point  passe 
d'un  point  au  point  infiniment  voisin. 

Une  telle  somme  s'appelle  l'intégrale  de  l'expression  \  dy,  prise 
le  long  du  contour  de  l'aire  3,  et  nous  la  désignerons  par  la 
notation 


/. 


Ndr. 


On  aura  soin  de  se  rappeler  c[ue  la  lettre  ^,  mise  au  bas  d'un 
signe  de  double  intégration,  indiquera  toujours  que  l'intégrale  se 
rapporte  à  tous  les  éléments  superficiels  de  l'intérieur  de  l'aire, 
tandis  que  la  même  lettre,  mise  au  bas  d'un  signe  d'intégration 
simple,  indiquera  toujours  que  l'intégrale  est  prise  le  long  du  con- 
tour de  l'aire. 

D'après  cela,  l'intégrale  double  proposée  se  trouvera  ramenée  à 
une  intégrale  simple,  prise  le  long  du  contour  de  l'aire,  et  l'on 
aura  la  formule 


fL'^"^"'=L""- 


1119.   Si  l'on  traite  de  même  l'intégrale  dou]:)le 


/X: 


dxdr, 
or 

U  étant  encore  une  fonction  de  x  et  de  y  iiniforme    et  continue 
dans  toute  l'étendue  de  l'aire  3,  on  parviendra  à  la  formule 


//af''^"--/.^-'"' 


le  signe  —  provenant  ici  de  ce  que,  dans  une  tranche  parallèle  à 
l'axe  des  j,  les  dxk  relatifs  aux  points  d'entrée  doivent  être  pris 
positivement,  et  les  dxk  relatifs  aux  points  de  sortie  négativement. 
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H20.  En  retranchanL  runc  de  l'autre  les  équations  (i)  et  (2), 
on  obtient  l'équation 

d'où  l'on  conclut  ce  théorème  : 

Si  U  et  V  sont  deux  fonctions  des  ^variables  réelles  x,j^ 
nnifornics  et  continues  dans  toute  l'étendue  de  l'aire^,  la  valeur 
de  l'intégrale  double 

/XC^ -!)'-■• 

étendue  à  tous  les  éléments  superficiels  dxdy  de  cette  aire,  est 
égale  à  la  valeur  de  l'intégrale  simple 

(5)  f  iVdr-i-Ydf), 

prise  e/i  donnant  à  x  et  à  y  successivement  tous  les  systèmes  de 
valeurs  qui  correspondent  aux  divers  points  du  contour  total  de 
l'aire,  lorsrpé on  parcourt  ce  contour  dans  le  sens  direct. 

1121.   Si  l'expression  \Jdx-^\dj  est  une  difTérentielle  exacte 

[7731,  la  différence  ^^ —  sera  identiquement  nulle  pour  toutes 

^         -*  ôx         Of  *■  ^ 

les  valeurs  de  x  et  dey.  Donc  l'intégrale  (4)  s'annulera,  et,  comme 
l'égalité  (3)  ne  cessera  pas  d'avoir  lieu,  l'intégrale  (5)  sera  pareil- 
lement nulle.  Donc  : 

Toutes  les  fois  que,  \]  et\  étant  deux  fonctiojis  uniformes  et 
coJitinues  des  variables  réelles  x,  y,  dans  toute  l'étendue  de 
l'aire  3,  V expression  \] dx  -f-  \dj  sera  une  difjérentielle  exacte, 
c  est-à-dire  toutes  les  fois  qu'on  aura 

ÙY        6)U  _ 

/  'intégrale  j  (  U  dx  +  \  dy  ) ,  prise  le  long  du  contour  de  l'aire  ^ , 
sera  nulle. 
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Ce  qui  a  lieu  pour  Taii'e  totale  ^  est  également  vrai  pour  toute 
partie  de  cette  aire.  Donc  rintégrale  (5)  est  encore  nulle,  lorsqu'on 
la  prend  tout  le  long  d'une  courbe  fermée  quelconque  tracée  à 
l'intérieur  de  l'aire 3. 

Remarquons  que,  dans  le  cas  d'une  aire  à  connexion  multiple, 
comme  celle  que  i^eprésente  Xdijîg.  86,  on  ne  doit  pas  considérer 
comme  un  contour  fermé  tracé  à  l'intérieur  de  l'aire  une  courbe 
qui  renfermerait  dans  son  intérieur  une  enclave  n'appartenant 
pas  à  l'aire.  Par  exemple,  le  théorème  précédent  ne  s'appliquerait 
pas  au  cas  où,  l'aire  3  étant  comprise  entre  deux  cercles  concen- 
triques, la  courbe  fermée  serait  un  troisième  cercle  de  même 
centre,  tracé  entre  les  deux  premiers.  Cela  tient  à  ce  que  ce 
troisième  cercle  ne  forme  qu'une  partie  du  contour  total  de  la 
portion  de  l'aire  3  comprise  dans  son  intérieur. 

1122.  Il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  prend  une  même  intégrale 
quelconque,  telle  que  f  [\] dx  -h  Ydj),  le  long  d'une  même  ligne, 
fermée  ou  non,  en  parcourant  tour  à  tour  cette  ligne  dans  les  deux 
sens  opposés,  les  deux  valeurs  obtenues  pour  l'intégrale  se  com- 
poseront d'éléments  égaux  respectivement  et  de  signes  contraires. 
J3onc  les  deux  valeurs  de  l'intégrale  seront  égales  et  de  signes 
contraires. 

1123.  Cela    posé,    désignons,   pour   un    instant,    par  y(ADB) 


[fig-  87)  la  valeur  d'une  certaine  intégrale  prise  le  long  de  l'arc  ADB, 
cet  arc  étant  parcouru  dans  le  sens  indiqué  par  l'ordre  des  lettres. 
On  aura 

/(ADB)^-/BDA]. 
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On  a  d'ailleurs  évidemment 

/(ACBDA)  =/(  ACB)  + /(BDA); 

on  peut  donc  écrire  aussi 

/(ACBDAj  =f[ACB)  -/(ADB). 

Si  maintenant  l'intégrale  ^(  AC13DA),  étendue  au  contour  fermé 
lout  entier,  est  nulle,  on  en  conclura 

/(ACB)  =  /{ADB]. 

Donc,  si  l'intégrale  considérée  est  nulle  quand  on  la  prend  tout  le 
long  du  contour  de  l'aire  3  ou  d'une  coui'be  fermée  quelconque 
tracée  à  l'intérieur  de  cette  aire,  la  valeur  de  celte  intégrale,  prise 
le  long-  d'une  cour])C  tracée  entre  les  points  A  et  B,  et  située  tout 
entière  à  l' intérieur  de  l'aire,  restera  la  même,  quelle  que  soit 
cette  courbe,  et  ne  dépendra  que  de  la  position  des  points  extrêmes 
AetB. 

C'est  ce  qui  aura  lieu  en  particulier  lorsque  cette  intégrale  sera 
de  la  forme  considérée  plus  \vQ.\\l  f{\]  dx  -{-Y  dj),  U  et  V  étant 
des  fonctions  uniformes  et  continues  de  x  et  de  r,  et  \]dx-\-  \ dj 
étant  une  diflérentielie  exacte. 

H24.  Soit  maintenant  w  =  zf  4-  ^V  une  fonction  synectique  de 
la  variable  ~  =  x  H-  ij,  et  supposons  que  cette  fonction  soit  con- 
tinue dans  l'intérieur  de  l'aire  21.  On  aura  [  1098] 

du        df       au  di' 

d.r       dj       ôy  ôx 

13onc  chacune  des  expressions 

(v/.r  H-  ucly,      lul.r  ■ —  vdy 

est  une  différentielle  exacte.  Donc,  en  vertu  du  théorème  du 
11»  1121,  chacune  des  intégrales 


/     [vdx -[-  ikIy],         I     [itd.v — vd) 
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est  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  la  somme 

/     (  u  d.r  —  vdy  )  +  /    /     i  vdx  -^  udy)  =z    j     (  ;/  +  /c  )  (  dx  -+-  idy  ) 

=     i    ivdz. 

Par  conséquent,  si  w  est  une  jonction  sjnectiqiie  de  la  variable 
complexe  z  qui  soit  continue  dans  toute  l'étendue  de   l'aire  ^, 

l'intégrale    I    -wdz,  prise  le  long  du  contour  de  cette  aire  [ou, 
^^ 

plus  généralement,  le  long  d'une  courhejermée  quelconque  tracée 

dans  cette  aire),  est  nulle. 

H25.   On   en  conclut  encore  que  l'intégrale    |     wdz,  prise  le 

long  d'un  chemin  quelconque  tracé  à  l'intérieur  de  l'aire  entre  les 
points  Zq  et  Z,  est  indépendante  de  la  forme  du  chemin  parcouru, 
et  qu'elle  ne  dépend  que  de  la  nature  de  la  fonction  w  et  des  seules 
limites  z^-^  et  Z. 

On  peut  voir,  de  plus,  que  cette  intégrale  est  une  fonction 
synectique  de  ces  limites.  Supposons,  en  effet,  que  l'on  fasse  varier 
une  des  limites  Z  de  la  quantité  infiniment  petite  Z|  —  Z  =:  <fZ. 
L'intégrale  croîtra  de  la  quantité 


/       (\'dz.  =    I       («  +  <(')  (<7>r  -t-  iV/)-), 
tv  Z  t^Z 


ivdz—    \ 

Z  Jj. 

ou,  en  posant  Z  =  X  H-  i\  ,  Z|  =  X,  -{-  t'Y,, 

f^\rdz=    f     \u[.r,Y)  +  iu[.r,Y)]d.v-i-l  f    \u[X„  j] -h  h'{X„j]W 
Jz  J\  'J\ 

=  (Xi-X)[«(Ç,Y)-i-^V(?,Y)] 

+ /(Yi- Y)  [«(X„-o)  +  /('(Xi,  •/))], 

^  désignant  une  valeur  moyenne  en  tre  X  et  Xj ,  vj  une  valeur  moyenne 
entre  Y  et  Y,.  Cette  quantité  différera  infiniment  peu  de 

(X,  -X)  [«(X,Y)  +à'(X,Y)]  +  /(Y,  -  Y)  ['/(X,Y)  +  /^(X,Y)] 

==[(X,-X)  +  /(Y,-Y)][«(X,Y)-l-/.(X,Y)]  =  (Zi-Z)u-(Z). 
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Donc,   lorsque  Z,  converge  vers  Z,  le  rapport —    1      wdz 

•^1       ^  Jz 

convergera  vers  la  limite  ^v(Z),  indépendante  de  Z, — Z.  Donc 
l'intégrale  /  wdz  a  une  dérivée  par  i-apport  à  sa  limite  supé- 
rieure Z,  et  celte  dérivée  est  la  valeur  de  la  fonction  qui  multiplie  dz. 
sous  le  signe  f,  dans  laquelle  on  aura  remplacé  z  par  cette  limite 
supérieure. 

Cette  intégrale,  satisfaisant  à  la  condition  de  monogénéité,  peut 
donc  être  considérée  comme  une  fonction  synectique  de  sa  limite 
supérieure,  comme  dans  le  cas  d'une  variable  réelle.  Il  en  sera 
évidemment  de  même  pour  la  limite  inférieure,  de  sorte  qu'on 
aura,  comme  au  n°  470, 

i\-dz  =  n>[Z],      D-„  /      ivdz  =  — u'[z^]. 

1126.  D'après  cela,  les  intégrales  définies  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  uniformes  et  continues  dans  l'étendue  d'une 
aire  -31  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  intégrales 
définies  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  établies  dans  le  §IV  du 
Chapitre  II  du  Livre  I. 

Ainsi,  (^  étant  un  point  quelconque  de  l'aire  3,  on  aura  [245] 

^Z  />?  nZ 

I       n'r/z=     I      tK'dz -h    j       ivdz, 

d'où  l'on  déduira  les  mêmes  conséquences  qu'aux  n°*  245  et  246. 
On  peut  donc  remplacer  une  intégrale  /  wdz,  dont  les  deux 
limites  sont  variables,  par  la  différence 


j      ivdz—    j     \vdz 
%)  c  \J  c 


de  deux  intégrales,  dont  chacune  a  une  seule  limite  variable. 
On  a  de  plus  [1122] 
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Enfin,  toutes  les  fonctions  dont  la  dérivée  estiv==  w(z)  dans 
l'intérieur  de  l'aire  3  sont  comprises  dans  la  formule 


£ 


IV  dz  H-  C, 


C  étant  une  constante  indépendante  du  chemin  parcouru  pour 
aller  de  Zq  en  z.  Si  l'on  désigne  par  F  (s)  une  quelconque  de  ces 
fonctions,  telles  que  F'(::)  =  (V,  on  aura,  en  éliminant  C, 


u'dzz=Y[Z] 


Si  la  fonction  w  est  uniforme  et  continue  dans  toute  l'étendue 
du  plan,  comme  le  sont  les  fonctions 

e^,  COS3,   sinz,  s"'   (m  entier  et  positif ), 

on  pourra  supposer  l'aire 3  aussi  grande  que  l'on  voudra,  et  prendre 
pour^Jo  6tZ  deux  points  quelconques  du  plan.  Pour  dételles  fonc- 
tions, le  passage  de  l'intégrale  définie  |  wdz  à  l'intégrale  indé- 
finie, et  vice  versa,  se  fera  absolument  comme  dans  le  cas  d'une 
variable  réelle. 

1127.  Considérons  une  intégrale  quelconque  J'(U^x-f-\  <-//), 
prise  successivement  le  long  des  contours  de  deux  aires  :^  et  i3 
[fig-  88),  ces  contours,  qui  ont  une  partie  commune,  ne  passant 

Fig.  88. 


par  aucun  point  de  discontinuité  des  fonctions  uniformes  U,  V. 
Les  intégrales  prises  le  long  de  chacun  de  ces  contours  auront  des 
valeurs  finies  et  déterminées,  quelles  que  soient  les  discontinuités 
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que  les  fonctions  U,  V  peuvent  présenter  dans  l'intérieur  des  deux 
aires. 

Or  on  a,  dans  tous  les  cas, 

r  (Udx  +  Ydj]  =r-/(AEB;  -4-/(BCA), 
Uclx-i-Ydj]  =/(ADB)  +/(BEA]; 


£ 


/|3 
comme  on  a  d'ailleurs  [1122] 

/(AEB)+/(BEA)=o, 


on  en  conclut 


r+   r=/(BCA)+/(ADB; 

^.1    Je 


Mais  la  somme  BCA  -+-  ADB  forme  le  contour  total  de  Faire 
ADBCA  =  ;^H-0.  Donc,  en  désignant  par    |  l'intégrale  prise 

le  long  du  contour  de  l'aire  totale  3  4-f),  on  a,  en  général, 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  JJcIjc  -+-Ydj  soit  une  différen- 
tielle exacte,  et  que  les  fonctions  uniformes  U,  V  soient  continues 

dans  toute  l'étendue  de  l'aire  3,  on  aura  alors    /   =  0,  et  par  con- 

J:cl 
séquent 

f  {Vdx^Ydf)=    I    (Ur/.r  +  V^j). 

Donc,  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  d'une  aire  quel- 
conque Q  ne  change  pas,  lorsqu'on  ajoute  à  l'aire  Q  une  autre 
aire  3,  dans  laquelle  les  fonctions  \]  et\  sont  partout  uniformes 
et  continues. 

Il  en  résulte  que  l'on  peut  aussi,  sans  changer  la  valeur  de  l'in- 
tégrale   I   (  U  dx  -i-y  dj)i  retraiicher  de  l'aire  13  toute  portion  de 

Je 

cette  aire  à  l'intérieur  de  laquelle  les  fonctions  \]  et  Y  restent 
uniformes  et  continues. 
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§  IV. 

DES  INTÉGRALES  PRISES   AUTOUR  d'uN    POINT  ( RÉSIDUS ). 
REPRÉSENTATION    d'uNE     FONCTION     SYNECTIQUE    SOUS    LA    FORME 

d'un   résidu. 

1128.  Soit  w  =f[z)  une  fonction  de  la  variable  complexe  z  ; 
supposons  qu'elle  reste  uniforme  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  ;?!, 
mais  qu'elle  présente,  à  l'intérieur  de  cette  aire,  des  solutions  de 
continuité  en  des  points  c,,  c,,  .  ■  -,  en  nombre  fini,  et  isolés  les 
uns  des  autres.  Entourons  chacun  de  ces  points  d'un  contour  feinné, 
aussi  petit  que  l'on  voudra,  et  désignons  par 


X 


(wdz 


l'intégrale  de  wdz  prise  le  long  du  contour  infiniment  petit  qui 
entoure  le  point  c. 

Si  l'on  considère  la  portion  de  l'aire  3  qui  resterait  après  la 
suppression  des  aires  infinitésimales  qui  entourent  les  points  de 
discontinuité,  la  fonction  w  sera  uniforme  et  continue  en  chaque 
point  de  cette  portion.  On  pouiTa  donc,  d'après  le  théorème  du 
numéro  précédent,  supprimer  cette  portion  d'aire  sans  changer  la 

valeur  de  l'intégrale    /  wdz.  Donc  cette  intégrale  est  égale   à  la 

somme  des  intégrales  prises  le  long  des  contours  infinitésimaux 
tracés  autour  des  points  de  discontinuité  que  renferme  l'aire  3, 
c'est-à-dire  que  l'on  aura 


/    (vdz=^    i     iv(h+    j     (vdz-V- 

^Z  Jc^  Je, 


Donc,  pour  évaluer  une  intégrale  prise  le  long  du  contour  d'une 
aire  quelconque,  il  suffit  de  savoir  évaluer  une  intégrale  prise  le 
long  d'un  contour  infinitésimal  tracé  autour  d'un  point  de  discon- 
tinuité. 

1129.  Soit  c  un  point  de  discontinuité  de  la  fonction  w,  et  voyons 
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comment  on   peut  calculer  la  valeur  de  Tintégrale    /  wdz,  prise 

autour  de  ce  point. 

Celte  intégrale  étant,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  indépendante 
de  la  forme  du  contour  infinitésimal  qui  renferme  le  point  de  dis- 
continuité c,  on  peut  supposer  que  ce  contour  soit  un  cercle  de 
centre  c  et  de  ravon  infiniment  petit  p.  Posons  alors 


z  —  c  z=  pe' 


Lorsqu'on  fera  faire  au  point  z  le  tour  de  ce  cercle,  o  vai'iera  seul, 
et  croîtra  de  2  7r,  si,  comme  dans  le  cas  actuel,  z  fait  une  seule 
fois  le  tour  de  c.  On  aura  donc 

dz  =^  ip e"?d'f  =  i(^z  —  c]  df, 
et  par  suite 


Ç  iK-dz  =  i  I 


w{  z  —  c\  d 


;"?• 


\  130.    Supposons  d'abord  que,  lorsque  z  —  c  tend  vers  zéro,  le 
produit 

iv[z  —  c)=f[z)  [z  —  c] 

converge  vers  une  limite  finie  F  (pouvant  être  nulle),  c'est-à-dire 
que  la  quantité 

F  =  lim[./(c4-i)] 

o 

est  de  la  forme 


£ 


X  et  Y  étant  des  quantités  réelles,  dépendantes  de  la  position  du 
point  z  sur  la  circonl'érence,  et  par  conséquent  fonctions  de  la 
variable  '^  et  du  paramètre  infiniment  petit  p.  On  a  donc  [247],  en 
désignant  par  i\\  fX  ),  in(Y)  des  valeurs  moyennes  de  X  et  de  Y, 

r    '   X.Ay  =  277i«(X\  i         y./9  =  2  77iîI(Y: 


.).      j       Y, 

«/o 
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Par  conséquent, 

1      iv[z  — c]df  =  277  [iW[x]  +  /.m  (Y)]. 

Or  le  second  membre  a  évidemment  pour  limite  27: F  lorsqu'on 
y  fait  converger  p  vers  zéro  ou  z  vers  c.  Donc 

(2)  I   (i'r/3=2r/F,     où     F^=lim(r(z  —  cj. 
Je  -='-■ 

La  quantité 

(3)  F=  -^    fivdz 

est  ce  que  Cauchy  appelle  le  résidu  de  la  fonction  w  relatif  au 
point  c. 

1131.  Dans  le  cas  où  lim-iv(c  —  c)  est  infinie,  nous  continue- 
rons à  prendre  l'équation  (3)  pour  définition  du  résidu.  Mais  alors 
F  n'aura  plus  la  môme  expression  que  dans  le  cas  précédent,  et 
nous  apprendrons  plus  tard  à  en  déterminer  la  valeur. 

On  peut  cependant  obtenir  immédiatement  le  résidu  lorsque  la 
fonction  w  est  développable  en  une  séine  convergente,  finie  ou  in- 
finie, ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  et  positives  de  la 
différence  z  —  c.  Supposons,  en  effet,  que  le  développement  soit 
de  la  forme 

"'=•••+  r-^^i  H-  .  .  .  +  ^'-^^  +  «,  +  ...  +  a„[z -  c)«  +  .  .  . , 


ou,  en  posant  encore  z  —  c=  pe^h 
iv  =  .  .  .-\-  ^^  c-"">  -4-  ...  4-  —  e-'>  +  «0  +  •  •  .  +  «/j  '^"e""^  + 

En  multipliant  les  deux  membres  par  dz  =  ipe^'dcp,  et  intégrant 
entre  les  limites  C2  =  o  et  çp  =  27:,  on  aura,  pour  toute  valeur  en- 
tière de  V  autre  que  —  i , 
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tandis  que,  pour  v  z=.  —  i , 

On  verrait  d'ailleurs,  comme  au  n"  72,  que,  si  R  est  le  reste  de  la 
série,  l'intégi'ale  /  Ixdz  est  infiniment  petite  en  même  temps 

que  R.  Donc  I  wclz  se  réduit  à  27: m_,,  et,  par  suite,  le  résidu  de  la 
l'onction  relatif  au  point  c  sera 

F  =  .    l  H'  clz  =  n_i . 

Donc,  lorsqu'une  fonction  w,  disconlinue  au  point  c,  est  dévc- 
loppable  en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  de  z  —  c  et  renfermant  des  puissances  négatives  de  z  —  c 
(sans  quoi  elle  ne  donnerait  pas  une  valeur  infinie  pour  ::  =  c),  le 
résidu  de  la  fonction  w  relatif  au  point  c  sera  égal  au  coefficient 
de  la  puissance  —  i  de  ^  —  c  dans  le  développement  de  w. 

C'est  ce  dernier  énoncé  que  Caucliv  avait  pris  pour  définition 
du  résidu  d'une  fonction  relatif  au  point  c. 

1132.  Toutes  les  fois  cjue  la  fonction  -w  a  une  valeur  finie  au 
[)oint  c,  alors  l'intégrale  prise  autour  du  point  c  est  nulle,  puisque 
le  contour  peut  être  pris  assez  petit  pour  ne  renfermer  aucun  infini 
de  la  fonction.  Donc  le  résidu  relatif  à  tout  point  qui  n'est  pas  un 
infini  est  nul. 

D'après  la  formule  (1),  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  de 
l'aire  totale  ^  est  égale  à  2.711  multiplié  par  la  somme  des  résidus 
de  la  fonction  relatifs  à  tous  les  infinis  contenus  dans  l'aire.  D'après 
la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  on  peut,  sans  altérer  cette 
somme,  y  joindre  la  somme  des  résidus,  tous  égaux  à  zéro,  relatifs 
à  tous  les  autres  points  de  l'aire,  et  alors  l'intégrale 

■2-1 J^ 

représentera  la  somme  des  résidus   relatifs  à  tous  les  points  de 
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l'aire.  Cauchy  l'a  nommée,  pour  cette  raison,  le  résidu  inlégral 
de  l'aire  3. 

H33.  Soit  maintenant /(  3j  une  fonction  uniforme  et  continue 
clans  toute  l'étendae  de  l'aire  ^,  et  soit  c  un  point  quelconque  de 
l'intérieur  de  cette  aire.  La  fonction 


sera  continue  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  3,  excepté  au  point 
zz=  c.  Donc  l'intégrale  /    ¥[z)dz,  prise  tout  le  long  du  contour 

de  3,  se  réduira  à  l'intégrale  de  la  même  fonction  prise  autour  du 
point  c.  Or  on  a  [1130] 


I: 


Y[z'dz  =  i~i.  lim  lz  —  c)Y[z] 

Je 

D'autre  part, 

\uyi[z-c]¥[z]^\m-if[z)=f{c] 


z=^c 


On  aura  donc  la  formule  fondamentale 

■f{') 


277/  J^,  2  — 


dz^ 


OU,  en  substituant  [1132]  le  contour  de  l'aire  3  au  contour  infini- 
tésimal tracé  autour  de  c, 

/■-    '  r  /  »  ^ 


On  conclut  de  là  ce  théorème  : 

Sifiz)    est   une  Jonction   unijortne   et   continue    dans  toute 

l'étendue  de  l'aire  ^^  et  z  un  point  quelconque  de  l'intérieur  de 

l'aire,   la  valeur  de  f[z)  en  ce  point  est  égale  à  la  valeur  du 

.         fi'C] 
résidu  de  la  fonction  f, — —  relative  au  point  z,  c  est-à-dire  que 

l'on  a 

^^^  -^  '    '         'XiziJ^C.  —  z  lvAj^-^-z      ■ 

H.  —  Cours  de  Cale,  iiifut.,  III.  lO 
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1134.   La  fonction  - — '—  est  continue  sur  tout  le  contoui'  de  3. 

non-seulemenl  par  rapport  à  la  variable  ^,  mais  encore  par  rapport 
à  la  variable  z,  c'est-à-dire  qu'elle  varie  d'une  manière  continue  à 
l'intérieur  de  l'aire  3.  On  peut  donc  la  dillcrenlier  par  rapport  à  z, 
ce  qui  donne 


Ç  2 

/(?) 

dz      " 

,,  m 

I            Ç  —  z 
1 . 2       dz- 

.m) 

I                       ?  —  2 

AV, 

.  n         dz"- 


On  voit  que  toutes  ces  dérivées  sont  également  continues  tout 


le  long  du  contour  de  vl. 


113o.  Cela  posé,  soit  cj)(^,  z)  une  fonction  des  variables  'C  et  z. 
continue  par  rapport  à  cbacune  d'elles  toutes  les  fois  que  le  point  '^ 
reste  sur  le  contour  de  l'aire  ^  et  le  point  z  à  l'intérieur  de  cette 
même  aire.  L'intégrale 

^[z)=  f  f[^,z]d% 
sera  une  fonction  de  z.  Si  l'on  change  z  en  z  -\-  dz,  on  aura 

Z]~^{Z]   ^     r   ^[-,z-^dz\-fCC,   Z\    ^^ 

iz  A  ^= 


d'où 

^[z  -^dz]  ~^[z]  _    p  f[-i,  z  +  dz\  —  <pf?,  z\    j,^ 
~~  d 


Si  l'on  suppose  maintenant  dz  infiniment  petit,  il  viendra,  à  la 
limite, 

dz        Ja      dz 
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On  voit  donc  que  la  règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  J'[470j 
s'applique  aussi  aux  intégrales  prises  le  long  d'un  contour  fermé, 
pourvu  que  la  fonction  o[''^,  z)  el  sa  dérivée  D-  cp("(,  z)  par  rapport 
au  paramètre  z  restent  l'une  et  l'autre  finies  lorsque  (^  parcourt  le 
contour. 

Si  la  fonction  '-j^fÇ,  z)  et  sa  dérivée  D-y(,^,  z),  considérées 
comme  fonctions  de  {^,  n'ont  pas  d'autre  infini  que  le  point  z  dans 
l'intérieur  de  l'aire  ^,  on  pourra  substituer  à  leurs  intégrales  prises 
le  long  du  contour  de  2i  leurs  intégrales  prises  autour  du  point  z 
[H 28],  et  la  formule  précédente  deviendra 


D- 


f^-^^^-H'-^"'^- 


ce  qui  est  la  formule  pour  la  différentiation  des  résidus. 

fi-) 
En  appliquant  cette  formule  à  la  fonction  .^     '    ?  on  tirera  de 

la  formule  (4),  en  vertu  des  égalités  du  numéro  précédent,  les 
relations 


]    /^  _  _._  rf{V)cK 
fc^'z)  _   I    r  f'yçd- 

1.2.  .   .«   ""   IT.i  J     (?  —  z)"  +  l' 


toutes  les  intégrales  étant  prises  soit  autour  du  point  z,  soit  le 
long  du  contour  d'une  aire  quelconque  3  entourant  le  point  z  et 
ne  renfei'mant  aucun  point  de  discontinuité  de  la  fonctiony(z). 

H36.  Ces  relations  conduisent  immédiatement  à  une  consé- 
quence importante.  Les  fonctions  sous  le  signe/,  dans  les  seconds 
membres  des  formules  (5),  étant  toutes  finies  et  continues  toutes 
les  fois  que  z  désigne  un  point  situé  à  l'intérieur  de  l'aire  3,  les 
intégrales  auront  toutes  des  valeurs  finies.  Donc  toutes  les  déri- 
vées dey(z)  sont  des  quantités  finies  dans  l'intérieur  de  l'aire  3. 

Il  s'ensuit  également  de  là  que  ces  dérivées  sont  aussi  conti- 
nues, car,  si  /("+''(-)  est  une  quantité  finie,  £  désignant  un  infi- 
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aiment  petit,  raccroissement 

sera  infiniment  petit  en  même  temps  (pic  dz,  d'où  Ion  conclut  l;i 
continuité  de  la  fonction  y^"^  (a).  Il  en  sera  de  même,  par  consé- 
rpicnt,  de  toutes  les  dérivées  précédentes. 

Donc ,  si  une  fonction  est  uniforme  et  continue  dans  toute 
l'étendue  de  l'aire  ^,  toutes  les  dérivées  de  cette  fonction  seront 
aussi  des  fonctions  uniformes  et  continues  dans  toute  l'étendue 
de  la  même  aire. 

H37.  Supposons  qu'une  fonctiony(z)  soit  toujours  uniforme, 
finie  et  continue  dans  toute  l'étendue  du  plan.  Prenons  pour  aire 
un  cercle  de  rayon  R,  et  soit 

?  =  R  e'  ? ,      d'où     d:  —  i%  do . 
On  aura  alors 


277/  J^      -Ç  —  Z  277       / 


I  — 


Or,  pour  R  infiniment  grand, y^(^)  restant,  [)ar  livpolhèse,  toujours 
finie,  l'intégrale  précédente  sera  finie  et  différera  infiniment  peu 
de 

(|uantité  finie  et  indépendante  de  z.  Tionc  f[z)  est  aussi  indépen- 
dante de  z  et  se  réduit  à  une  constante. 

Donc  toute  fonction  uniforme  de  z  qui  ne  se  réduit  pas  à  une 
constante  doit  devenir  infinie  pour  quelque  valeur  finie  ou  infinie 

de  z. 

H38.   Si  la  fonction  y"( 3)  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  il 

en  sera  de  même  de    - — ?   et  cette  dernière  fonction   devra  pré- 

J  \^) 

senter  aussi  un  ou  plusieurs  infinis.  Donc  la  fonction  y^(  3)  devra 
présenter  un  ou  plusieurs  zéros. 

Une  seule  des  deux  fonctions /"(  3),  -—  pouvant  devenir  infinie 
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pour  :;  =  00  ,  l'autre  devra  avoir  un  infini  pour  quelque  valeur 
finie  de  z\  de  même  pour  les  zéros.  Donc  toute foJiction  imifonne 
a  au  moins  soit  wi  zéro,  soit  uJi  iiifuii,  situé  à  une  distance  finie 
de  l'origine. 

En  particulier,  une  fonction  entière /"(z),  ne  devenant  infinie 
que  pour  s  =  oo  ,  devra  s'annuler  une  fois  au  moins  pour  une 
valeur  finie  de  ::,  ce  qui  nous  donne  une  autre  démonstration  du 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  algébriques  [87]. 

La  fonction /'(s) — k  devant  avoir  au  moins  un  zéro,  on  voit 
c[u  une  fotiction  uniforme  f[z)  reçoit,  dans  l'étendue  du  plan, 
toutes  les  valeurs  possibles,  j~  compris  zéro  et  l'injini. 

H39.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  les  valeurs 
dey(::;)  correspondantes  aux  valeurs  finies  de  z.  Pour  étudier  la 
valeur  correspondante  à  ^  =  go  ,  nous  aurons  recours  à  la  transfor- 
mation par  rayons  réciproques  du  n°  1114-,  en  posant 

2=-,       d'où      f  zdz=—f 

Soit  ;^  une  aire  qui  comprenne  tous  les  infinis  de  la  fonction 
f{z)  correspondants  à  des  valeurs  finies  de  z.  Le  contour  de  3 
sera  représenté  sur  le  plan  des  z'  par  un  nouveau  contour  entou- 
rant une  aire  2{',  en  dehors  de  laquelle  se  trouveront  tous  les 
points  z'  qui  correspondent  aux  points  z  situés  à  l'intérieur  de  2i  ; 
l'aire  ;}l'  ne  contiendra  donc  dans  son  intérieur  aucun  infini  de  la 


fonction  y'(::)  ou/(-^jî   à  l'exception  de   celui  qui  répondra  à 

z  =  oo  on  k  z'  =:=  o. 

Le  résidu  intégral  de  l'aire  :?l'  se  réduira,  par  conséquent,  au 

résidu  relatif  au  point  z' =^  o,  le  seul  infini  de  la  fonclion/ f  -A 
ou.  fiz)  qui  soit  contenu  dans  3'.  On  aura  donc 

Or,  quand  on  parcourt  le  contour  de  Z'  dans  le  sens  direct  relati- 
vement à  l'aire  intérieure  à  ce  contour,  l'intégrale  se  compose 
d'éléments    respectivement    égaux    aux    éléments    de    l'intégrale 


LIVRE    YI.    —     CHAP.    I,     ^     IV, 


■ —     /   f[^)^~-y  pi'isc  en  laissant  Vextéiiew  àc  ce  contour  à  sa 
gauche,  cl,  par  suite,  ces  éléments  sont  égaux  et  de  signe  eontraii'e 

à  ceux  de  Tintégi-ale  —^.    I   fizdz,  prise  dans  le  sens  direct  par 

-  '■    J  ^ 

rapport  à  Vintcrieur  de  Taire  ^.  On  aura  donc,  en  vertu  de  l'égalité 
précédente, 

Donc  le  résidu  intégral  relatif  à  tous  les  infinis  de  f[z)  autres 
que  i:  =  oo  est  égal  à  plus  le  résidu  de  la  fonction  -yr.f  (  —  )  relatif 
à^'=o. 

Il  s'ensuit  de  là  que,  si 


a  une  limite  Jiulle  ou  fitiie  F  pour  ^'=  o  ou  pour  2  =  00   [1130], 
on  aura,  pour  le  résidu  intégral  dey(:;)  relatif  à  l'aire  ^, 


Exemple.  —  Soit  une  fonction  rationnelle  r,— tj  i{z)  et  V[z) 
étant  deux  polynômes,  l'un  du  degré  m,  l'autre  du  degré  n,  savoir 

f(z)  =r/o+  <7i3  -+-.  .  .-I-  a,„z"', 
On  tire  de  là 


\^'J  _,„_,„_,  ^'"t+«,«-iz'+-- • 


z'^Fi-. 


La   fraction  du  second  membre  pouri-a,  par  simple   division,  se 
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mettre  sous  la  forme   j^ -h  y.,  z' -h  ocnz'- -h  .  .  . ,  d'où,  en  posant 


Il  —  m  —  2  = 


z'-  F     ~ 


En  intégrant  les  deux  memlDres  le  long  du  contour  de  2.',  comme 
au  n"  1131,  on  a,  le  résidu  de  W;^  étant  nul, 


Donc,  pour  m  —  /i  +  2  =  a  ^  i ,  ou  n  <^  m  -4-  i ,  on  a 
ou,  d'après  ce  que  nous  verrons  plus  loin  [1158], 


limD 


m-n+i     .nt-ti 


t) 


Pour  u  =  I ,  ou  71  =  J7i  -+-  I , 

0.7:1  J^F[z)    ^        b'^' 

Enfin,  pour  ij-  <^f-  ou  ii^  m  -\-  2,  le  résidu  intégral  est  nul. 

On  aurait  oljtenu  immédiatement  ces  deux  derniers  résultats 

en  cherchant  la  limite,  pour  r;  =  00  ,  de  l'expression  ::    ^   '  • 
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§v. 

THÉORÈMES    DE    CAUCHY    ET    DE   LAURENT. 

1140.    Soil  c  un  point  de  Taire  3.  De  l'identité 
I  I 


c  ,  —    z  —  c 


I  z  —  c  (z  —  c)"-^  iz  —  c)" 

-h 


on  tire,  en  multipliant  les  deux  membres  par :  fCO^'C,  6t  inté- 
grant tout  le  long  du  contour  de  vl, 

[l]   !  '^i  j     '^-J  =/[z]  =  ao  -^  a,{z  -  c]  -h  o,{z  -  cy-  +  .  .  . 
en  posant,  pour  abréger, 

«0       =  :     /    — ' 

1-1  J       '-.  —  C 

OÙ  les  intégrales  sont  prises  soit  autour  du  point  c,  soit  le  long  du 
contour  de  l'aire  2i,  et 

Des  équations  (4)  et  (5)  des  n"'  1133  et  1135,  il  résulte  que 


on  a 


^0=J[C!,        «1  =  —1       ••••>       "n- 


"''"  1.1...   n 
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Donc 

(3)     f[z]=f[c)  +  •—  [z  -  c\  +...+  -i -±-  (z-r)"-i-f  £1,,, 

I  '  1.2.../^  —  I  )  ^  ' 

formule  qui  contient  le  tJicorbine  de  Caiichy,  lequel  est  une  géné- 
ralisation du  théorème  de  Taylor. 

Si  le  ternie  complémentaire  ^n  est  infiniment  petit  pour  n  infi- 
niment grand,  la  formule  (3)  donnera  le  développement  de  la  fonc- 
l\onf[z)  en  une  série  convergente  ordonnée  suivantles  puissances 
entières  et  positives  de  la  différence  z  —  c.  Celte  série  coïncide 
avec  la  série  de  Tavlor  dans  le  cas  particulier  oii  3  et  c  sont  réels. 

H-41.  Supposons  que  l'aire  3,  à  l'intérieur  de  laquelle  la  fonc- 
tion /(z)  reste  finie  et  continue,  soit  un  cercle  de  centre  c  et  de 
rayon  R,  et  posons 

d'oîi '—  =  ido.  On  aura  alors 

C  —  c  ' 

I     r^~  I      f^~ 

où  il  faudra  i-emplaccr  'C  parc  -{-  Re'r.  En  faisant,  de  plus, 

z—  c=  re'i\ 


-  )    e""'    i 


/l?^^? 


C" 


Dans  celte  intégrale,  la  quantité  sous  le  signe^  est  finie  en  tout 
point  du  contour,  puisque  le  point  z  est  intérieur  à  l'aire.  Donc 
l'intégrale   a  toujours  une   valeur  finie.   D'autre  part,   le  facteur 

(  —  ]   j  en  dehors  du  signe  J ,  est  infiniment  petit  pour  n  infiniment 

grand.  On  en  conclut  ce  théorème  : 

Pour  (ju  une  fonction  f[z)  soit  développahle  suivant  les  puis- 
sances ejitières  et  positives  de  la  différence  z  —  c,  il  suffit  que  le 
point  z  soit  intérieur  à  un  cercle  décrit  du  ])oint  c  comme  centre. 
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avec  un  rayo/i  tel  (jue  la  fonction  J\z)  soit  uniforme  et  continue 
en  tout  point  inlérieur  à  ce  cercle. 

En  d'autres  termes,  ilsuffît  que  le  module  de  z  — c  soit  moindre 
que  la  distance  du  point  c  au  point  le  plus  voisin  de  c  pour  lequel 
la  fonction  cesse  d'être  uniforme  et  continue. 

Le  cercle  décrit  du  centre  c  et  passant  par  le  point  de  disconti- 
nuité le  plus  voisin  de  c  s'appelle  le  cercle  de  convergence  de  la 
série. 

4  14:2.  Si  l'on  a  c  =  o,  alors  la  série  (3)  représentera  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  f{z)  suivant  les  puissances  positives  et 
entières  de  la  variable  z,  et  elle  contiendra,  comme  cas  particulier, 
la  série  de  Maclaurin. 

Le  cercle  de  convergence,  qui  aura  pour  centre  l'origine,  aura 
pour  ravon  le  module  de  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
f(^z)=  ce  ,  la  fonctiony(:::)  étant  supposée  uniforme  à  l'intérieur 
de  ce  cercle. 

1143.  Le  théorème  de  Cauchj  fournit  immédiatement  la  condi- 
tion pour  qu'une  fonction  f{x)  d'une  variable  réelle  soit  développable 
en  série  convergente  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de 
la  différence  .r  —  c,  ou  de  la  variable  x.  On  remplacera  la  variable 
réelle  x  par  c  H-  z  ou  par  z,  z  étant  une  variable  complexe,  et  l'on 
cherchera  la  racine  de  plus  petit  module  de  l'équation  /(c-f-  :;)  =  00 
ouflyz')  =  Gc  .  Le  module  de  cette  racine  sera  la  limite  supérieure 
des  valeurs  numériques  de  a:  —  c  ou  de  x  pour  lesquelles  le  déve- 
loppement sera  possible. 

Par  exemple,  si  l'on  considère  la  fonction 


/(•^ 


traitée  au  n°  3o3,  la  racine  de  moindre  module  de  l'équation 

z  e~  —  » 


est  ^  =  27:/.  Donc  27:  est  le  rayon  du  cercle  de  convergence  pour 
le  développement  de  cette  fonction  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  x. 
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Pour  le  développement  analogue  de  la  fonction  — - — ,  on  ver- 

rait,  soit  directement  de  la  même  manière,  soit  en  s'appuyant  sur 

les  calculs  du  n"  353,  que  le  cercle  de  convergence  a  pour  rayon  tt. 

Enfin,  pour  le  développement  de  Thx  ou  de  tang„r,  on  Irouve- 

rait  pareillement  que  le  cercle  de  convergence  a  pour  rayon  -•  11 

en  est  de  même  pour  le  développement  de  séc  j". 

H44.  Supposons  maintenant  que  l'on  donne  les  valeurs  d'une 
fonctiony"(z)  pour  une  suite  continue  de  points  formant  un  élé- 
ment superficiel  ou  linéaire,  d'une  grandeur  finie  et  constante, 
aussi  petite  que  l'on  voudra,  et  soient  c,  c' ,  c" ,  .  .  .  des  points  de 
cet  élément  infiniment  voisins. 

Si  l'on  suppose  que  la  fonction  /(  :^)  doive  être  monogène,  sa 
dérivée  en  un  point  donné  sera  indépendante  de  la  direction  de 
l'accroissement  infiniment  petit  de  z,  qui  entre  dans  le  rapport 
différentiel,  et  l'on  pourra  toujours  supposer  que  les  accroissements 
de  z  aient  lieu  sur  l'élément  considéré.  On  connaîtra  dès  lors,  pour 
z=:c,  la  valeur  de  la  fonction  y (^c)  ;  puis,  pour  ce  point  et  les 
points  infiniment  voisins,  les  valeurs  de  la  dérivée  première, 

ru     y  y         f  { c'  ]  -  f  { c)  ^,  ,     ,  „  ,.        f{c")~f[c') 

^    '  c  —  c  c    —  c' 

puis  les  valeurs  de  la  dérivée  seconde, 

f'{c']-f'{c] 


f"[c]  =  \\m 

et  ainsi  de  suite.  En  appliquant  la  formule  (8),  on  obtiendra  donc 
le  développement  de  la  fonction  suivant  les  puissances  de  z  —  r, 
et,  par  suite,  on  connaîtra  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  à  l'in- 
térieur du  cercle  de  convergence  C,  décrit  du  centre  c,  avec  un 
rayon  déterminé  par  la  connaissance  du  point  de  discontinuité  le 
plus  voisin  de  c  que  doive  avoir  la  fonction. 

Prenons  actuellement  pour  nouveau  centre  un  point  C| ,  intérieur 
au  cercle  C,  mais  aussi  voisin  que  l'on  voudra  de  la  circonférence 
de  ce  cercle,  et  décrivons  de  ce  centre  r,  un  nouveau  cercle  de  con- 
vergence C,,  qui  comprendra,  en  général,  des  points  du  plan  exté- 
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rieurs  au  cercle  C.  On  obtiendra  alors  un  nouveau  développemcnl 
suivant  les  puissances  de  z  —  c,,  qui  fera  connaître  toutes  les  va- 
leurs de  la  fonction  pour  tous  les  points  de  l'intérieur  de  C|. 

En  prenant,  de  même,  pour  troisième  centime  un  point  Co  inté- 
rieur à  C,.  on  olilicndra  un  nouveau  cercle  de  convergence  Co,  qui 
comprendra  une  nouvelle  portion  du  plan,  et,  au  moyen  du  déve- 
loppement de  la  fonction  suivant  les  puissances  de  z — c^i  on 
pourra  calculer  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  à  l'intérieur  de  Co- 

En  continuant  de  celte  manière,  on  pourra  embrasser  dans  l'en- 
semble de  ces  cercles  tracés  entre  les  points  de  discontinuité  tous 
les  points  z  du  plan  que  l'on  voudra,  et  alors,  pour  chacun  de  ces 
points,  on  aura  un  développement  de  la  fonction  donnée  en  série 
convergente.  On  aux'a  même  plusieurs  développements  pour  les 
points  qui  seront  intérieurs  à  la  fois  à  plusieurs  cercles  de  conver- 
gence. 

On  voit  par  là  que,  si  l'on  connaît  i"  toutes  les  valeurs  de  la 
fonction  aux  divers  points  d'un  élément  quelconque,  superficiel  ou 
linéaire,  2°  les  positions  des  points  de  discontinuité  de  cette  fonc- 
tion, et  3"  si  l'on  impose  à  cette  fonction  la  condition  d'être  mo- 
nogène et  uniforme,  cette  fonction  sera  complètement  déterminée 
dans  toute  l'étendue  du  plan. 

H45.  Si  la  fonction  /"(z)  doit  rester  constante  dans  l'élément 
considéré,  alors,  pour  deux  points  infiniment  voisins  r,c'de  cet 
élément,  on  aura  rigoureusement/ (c)  =y(c'),  et  par  suite 

et  de  mémey'(c'j  =  G,  d'où  /"(c)  =  o,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on 
prend  maintenant  le  point  c  comme  centre  du  cercle  de  conver- 
gence, la  formule  de  développement  (3)  se  réduira  à 

f[z]=f[c]  -t-il„, 

quelque  grand  que  soit/i,  et,  comme  û,^  est  infiniment  petit  pour  11 
infiniment  grand,  il  en  résulte  que  l'on  a  rigoureusement 

/(3)=/(r)=:const. 
dans  toute  l'étendue  du  cercle  de  convergence. 
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En  raisonnant  maintenanl  comme  dans  le  numéro  précédent, 
on  étendra  successivement  la  démonstration  à  tous  les  points  du 
plan. 

Donc  une  fonction  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  d'une  aire  3 
ne  peut  rester  constante  dans  l'étendue  d'un  élément  fini  quel- 
conque, supei^ficiel  ou  linéaire,  aussi  petit  que  Ton  voudra,  à  moins 
que  cette  fonction  ne  se  réduise  à  une  constante  dans  toute  l'étendue 
de  l'aire. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  deux  fonctions  uniformes  et 
continues  ne  peuvent  être  égales  dans  toute  l'étendue  d'un  élé- 
ment fini  sans  l'être  dans  toute  l'étendue  de  l'aire. 

Remartiue.  —  Les  zéros  (et  les  infinis  )  d'une  fonction  doivent 
être  nécessairement  isolés;  car,  s'ils  étaient  infiniment  rapprochés, 
ils  formeraient  un  élément  continu,  sur  lequel  la  fonction  présen- 
terait une  valeur  constante,  et  l'on  en  conclurait  alors,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  démontrer,  que  la  fonction  devrait  rester  constante 
dans  toute  l'étendue  du  plan. 

Un  infini  de  première  espèce  ne  peut  être  non  plus  à  une  dis- 
tance infiniment  petite  d'un  zéro,  car  alors  l'inverse  de  la  fonction 
serait  discontinu  en  ce  point,  aussi  bien  que  la  fonction  elle-même, 
et  l'infini  ne  serait  plus  de  première  espèce. 

1146.  Dans  l'évaluation  des  intégrales  qui  représentent  les 
coefficients  rt,i  [1141],  on  peut  substituer  au  contour  du  cercle 
de  convergence  celui  d'un  cercle  de  même  centre  et  de  rayon 
moindre,  et  la  valeur  d'un  coefficient  quelconque 


n'en  sera  pas  altérée.  On  voit  donc  que  cette  intégrale  est  indé- 
pendante de  la  valeur  du  module  R,  tant  que  ce  module  n'atteint 
pas  le  rayon  du  cercle  de  convergence. 

1147.  Théorème  de  Laurent.  —  Supposons  maintenant  que  la 
('oncliony(:T)  soit  uniforme  et  continue  dans  l'espace  annulaire 
renfermé  entre  les  contours  de  deux  aires  ^,  a,  intérieurs  l'un  à 
l'autre.   Si  l'on  parcourt  les  deux    contours  dans  le  sens   direct 


a86  LiVRK  VI.  —   riiAi>.    i,   ^   v. 

lelalivcmcnt  aii\  deux  aires  vl  et  a  comprises  ddiis  l'intchieur  de 
ces  contours,  le  sens  direct  relativement  à  l'aire  n  sera  le  sens 
rétrograde  relativement  au  contour  intérieur  de  l'aire  douljlement 
connexe  vl  —  a,  et  l'on  aura  ainsi,  pour  l'intégrale  d'une  fonction 
quelconque, 

J:\-ix     J:{    Ja 

Si  donc  z  est  un  point  de  l'aire   annulaire  -?t  —  a.    on    atu^a,    au 
lieu  de  la  formule  (4)  [1133j,  la  formule 


(4; 


fi^:  = 


d'où,  en  dilTérentianl  par  rapport  à  z  [1135j, 


I  .  2   .   .  .  /<  2.T7  1 


11 48.  Supposons  maintenant  que  les  deux  contours  soient  deux 
cercles  de  centre  commun  c  et  de  rayons  R  et  r.  En  faisant 
''1=.  c  -{-  Re'- ,  nous  aurons  identiquement 

=  27X-/  [a^  -f-  «1  (z  —  c;  H-  .  .     M-  rt„_i  [z  —  c)"-'  +i^„], 
où  l'on  a  posé 

l'our  la  seconde   inlégrale   de  la    rorinulc   (4)»    on    a  identi- 
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quement 

T      I  ["     I  ':;  —  r 


ly  —  c]'"      n 

3_  c;"'[z  —  ^ij' 
d'où,  en  faisant 

?  —  r  =  r e'?,      d'^^  i    'i  —  c  1  d^, 
il  vient 

où  Ion  a  posé 

i  ^-k^'^.    f'"  A%)e'-rd:^^ 

(6)  ■•^^ 

\  l-i\r)  J^  C—z 

Le  point  -  =  c  H-  re^i'  étant  situé  en  dehors  du  cercle  de  raNon  r, 

r 

on  a  -  <^  1 ,  et  l'on  en  conclut,  comme  on  l'a  déjà  fait  pour  l'expres- 
sion de  12//,  que  W/„  est  infiniment  petit  pour  m  infiniment  grand. 

Donc,  si  J\z)  est  une  Jonction  iinijorvie  et  continue  dans 
l' aire  comprise  entre  deux  cercles  de  centre  commun  c  et  de 
raj  ans  r  et  R,  cette  Jonction  sera  développable  en  une  série 
convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et 
négatives,  de  la  dijjférence  z  —  c,  et  dans  laquelle  le  coefficient 
a±/i  de  la  puissance  {^z  —  c)^'^"  est  déterminé  par  les  J or  mule  s  (5) 
ef(6). 

Remarquons  que  l'on  peut  réduire  à  une  seule  les  formules  qui 
donnent  les  coefficients  d'indices  positifs  et  ceux  d'indices  néga- 

r  f  -  ci- 

lifs.  En  effet,  l'intégrale  \ -^^ — '- — -^— reste  la  même,  quel  que  soit 
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le  contour  fermé  (tracé  à  riiiLérieur  de  i'airc  ^  — a  et  n'entourant 
([u'unc  seule  fols  le  cercle  n)  le  long  duquel  on  prenne  cette 
inléj^rale.  On  peut  donc  la  prendre  indilTéreninient  soit  le  long- 
du  cercle  extérieur,  soit  le  long  du  cercle  intérieur,  soit  le  long 
d'un  cercle  intermédiaire  quelconque  de  rayon  p^r  et  <^R- 
D'après  cela,  dans  les  valeurs  (5)  et  (6)  de  «^  et  de  a_A,  on  pourra 
remplacer  H  et  v  par  p,  et  l'on  aura,  pour  toute  valeur  positive, 
nulle  ou  négative  de  l'indice  A, 


«A- 


^f> 


,.i=^e-'"'rrh 


1149.  Si  la  fonction  f^z)  est  uniforme  et  continue  en  tout 
point  du  cercle  intérieur  a,  on  pourra  diminuer  autant  que  l'on 
voudra  le  ravon  de  ce  cercle  sans  qu'il  s'introduise  un  infini  dans 
la  partie  annulaire,  et  alors  le  point  z  pourra  toujours  être  consi- 

déré  comme  extérieur  à  ce  cercle.  Donc  la  fonction  f, — ^  de  la 

variable  'C  sera  uniforme  et  continue  en  tout  point  de  l'aire  a,  et, 

par  suite,  l'intégrale  /    -77 sera  nulle.  Avec  cette  intégrale  s'é- 

J  (i    -      - 

vanouira  la  partie  du  développement  qui  contient  les  puissances 
négatives  de  z  —  c,  et  l'on  retombera  sur  le  théorème  de  Cauchv^ 
Si  l'on  suppose,  au  contraire,  la  fonctiony^(  c)  uniforme  et  con- 
tinue pour  tous  les  points  en  dehors  du  cercle  extérieur,  on  pourra 
donner  au  rayon  R  de  ce  cercle  une  valeur  infiniment  grande. 
Mais  alors,  dans  l'expression  de  0/^  donnée  par  la  formule  (5), 
/'(^)  convergeant  vers  une  valeur  nulle  ou  finie,  l'intégrale 


X 


/(Ç)^/? 


ne  deviendra  pas  infinie,   tandis  que  le  facteurl  —  j     tendra  vers 

zéro,  quel  que  soit  /i.  Donc,  à  la  limite,  n„  sera  nul,  et  il  le  sera, 
en  particulier,  pour /i  r=r  I .  La  partie  de  la  série  correspondante 
aux  puissances  positives  de  z — c  se  réduira  à  son  premier  terme 
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lequel  s'annulera  lal-mèmc  si  /^(co  )  =  o.  Alors  le  développement 
ne  contiendra  que  des  puissances  négatives  de  ^  —  c. 

Exemple.  —  Considérons  la  fonction 

où  l'on  suppose  le  module  de  C)  moindre  que  celui  de  Co.  Si  l'on 
décrit  deux  cercles  €,,  <£._,,  ayant  pour  centre  l'origine  et  passant 
par  les  points  c,  et  Co,  f{z)  sera  uniforme  et  continue  dans 
l'intérieur  du  cercle  €,.  Donc,  pour  toute  valeur  de  z  intérieure  à 
ce  cercle, y* (:î)  sera  développable  en  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  positives  de  z. 

Dans  l'intervalle  des  deux  cercles,  la  fonction  sera  développable, 
par  le  théorème  de  Laurent,  en  une  série  contenant  à  la  fois  des 
puissances  positives  et  des  puissances  négatives  de  z. 

Enfin,  pour  une  valeur  de  z  extérieure  au  cercle  Co,  la  fonction 
/'(;:)  sera  uniforme  et  continue,  quelque  grand  que  soit  le  module 
de  z.  Le  développement  ne  contiendra  donc  plus  que  des  puis- 
sances négatives  de  z,  le  terme  constant  étant  nul,  puisquey(co  ) 
est  égal  à  zéro. 

II0O.  Le  théorème  de  Laurent  est  un  cas  particulier  d'une 
formule  plus  générale. 

Soient  c,,  c-,,  ■  ■  -,  c,^  les  points  de  discontinuité  de  la  fonction 
uniforme/^(z)  renfermés  dans  l'aire  3,  et  supposons  que  l'on  ait 
tracé  dans  cette  aire  un  cercle  C,  de  centre  quelconque  c,  qui 
renferme  dans  son  intérieur  tous  ces  points  de  discontinuité. 
Décrivons,  de  plus,  de  ces  points  comme  centres,  des  cercles  €,, 
€2,  •.-,  €;,,  assez  petits  pour  être  tous  extérieurs  les  uns  aux 
autres  et  intérieurs  au  cercle  €. 

La  fonction  y  (2:)  sera  uniforme  et  continue  dans  tout  l'espace 

15  =  €  —  ( (Cl  +012-1-.  .  .  +  €,,) 

compris  entre  tous  ces  cercles,  et,  si  z  est  un  point  quelconque  de 
cet  espace  0,  il  viendra 

H.  _  Cours  de  Calcul  liifiit.,  III.  ^9 


200  LIVRE     VI.    —    CU.VP.     I,     §    V 

Or  on  aura,  comme  au  n'^  1147, 

J(3    J(c     '  Ja:    Je.  J<cJ 

De  plus,    dans  1    .   le  module  de  ^  —  c   étant    plus  grand   que 
celui  de  z  —  c,  on  en  conclura,  comme  au  n"  1140, 
I      r  f('C)(rc 

n,i   étant  infiniment    petit   pour   «  infini,    et  chaque   coefficient 
a^i  étant  donné  par  la  formule 


'-^Lt 


au 

'C  :•■ 

Dans  /     .  au   contraire,   le  module   de  ''  —  Ck   étant  plus   petit 
({ue  celui  de  z  —  c/,.  on  en  conclura,  comme  au  n°  1148, 


,(/M 


(3-^/0' 


oi„j  étant   infiniment  petit  pour  m    infini,   et   chaque   coefficient 
a^^''  étant  donné  par  la  formule 


ciC. 


Comme  on  peut  prendre  les  rayons  des  cercles  <ih  aussi  petits 
que  l'on  voudra,  il  s'ensuit  que,  pour  tout  point  z  pris  à  l'inté- 
rieur du  cercle  CC  et  autre  que  les  points  de  discontinuité,  on 
pourra  développer  la  fonction  ^"(2;)  en  une  série  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  difle- 
rence  z  —  c  et  suivant   les    puissances  entières  et  négatives  des 

flifierences 

3  —  c,,      z—  c.,,      .  .  .,     z  —  c^. 
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(le  sorte  que  Ton  obtiendra  un  développement  de  la  forme 

/(z)  =:  tiQ  ■+-  fli  (s  —  c)  4-  a^[z—  c)-  -h.  .  . 


rt':^'  z  —  c.r'  -t-.« •'    ^  —  c,^ r' H- •  ■ 


1151.  Les  théorèmes  précédents  peuvent  s'étendre  aux  fonc- 
tions de  plusieurs  variables. 

Soit  une  fonctiony(^,  z')  des  deux  variables  complexes  z,  z' , 
qui  soit  uniforme  et  continue  par  rapport  à  chacune  de  ces 
variables  dans  l'intérieur  d'une  aire  vl.  En  appliquant  la  formule 
du  n°  1133,  on  aura  d'abord 


On  a  d'ailleurs,  par  la  même  formule, 

2-/   ^-3     ,    Z 


Donc 


^'^■^■'-(^)'iX(.^ff^)^-' 


On  étendrait  de  même  la  formule  au  cas  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables. 

On  en  tirerait  ensuite  la  généralisation  du  théorème  de  Taylor 
pour  le  cas  de  plusieurs  variables. 

§  VI. 

ÉTUDE     d'uIVE     fonction     UNIFORME    DANS    LE    VOISINAGE    DES    POINTS 
ou    ELLE    DEVIENT    NULLE    OU    INFINIE. 

1152.  Indice  d'une  f'oncdon  en  un  point  donné.  —  Nous  avons 
vu  que  toute  fonction  /'(x),  uniforme  et  continue  dans  l'intérieur 
d'une  aire  vl,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

c  étant  un  point  quelconque  de  celte   aire,  et  les  coefficients  «/,, 

'0- 
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ainsi  que  le  terme  complémentaire  il,,,  étant  déterminés  par  les 
formules  du  n°  1140. 

Si  l'on  suppose  que  le  point  c  soit  un  zéro  de  la  fonction,  alors 
le  premier  terme  a(,=f[c)  du  développement  s'annulera,  et  il 
pourra  en  être  de  même  pour  un  ou  plusieurs  des  coefficients  consé- 
cutifs suivants  «i ,  a-2,  ....  Mais  il  v  aura  nécessairement  quelqu'un 
de  ces  coefficients  qui  diflérera  de  zéro,  sans  quoiy(^),  se  rédui- 
sant à  0/,,  serait  infiniment  petite  pour  Ji  infiniment  grand,  et  par 
suite  devrait  être  rigoureusement  nulle  dans  toute  l'étendue  de 
l'aire  2. 

Soit  a,„  =  f^'"'(c)  le  premier  coefficient  du  développe- 

I  .  -2 . ,    /«  "^        ^    '       ^  ^  ^ 

ment  qui  ne  s'annule  pas.  La  valeur  de  f[z)  pourra  s'écrire  sous 

l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

/{z)  =  çi„„     f[z)=n,„[z-c)"'  +  o^„^„ 
d'où  l'on  tire 

La  première  de  ces  deux  expressions  montre  que  la  valeur  du 

rapport  -^ est  finie,  quel  que  soit  le  point  z  pris  dans  l'in- 

^  *■         [z  —  cj'"  '■  '  '  '■ 

térieur  de  l'aire  2.  La  seconde  montre  que  cette  même  valeur  se 
réduit  à  a,n  pour  z  =  c,  et  par  suite  qu'elle  ne  s'annule  pas  au 
point  c. 

Donc,  siy^z)  est  une  Jonction  uniforme  et  continue  dans  l'in- 
térieur de  l'aire  3,  et  ne  s  annulant  cju  au  seul  point  c  de  cette 
aire,  il  existera  toujours  un  Jionibre  m,  ekïiek  kt  positif,  tel  (jue 

la  limite  du  rapport  '  ^^^  >  pour  z  =  c,  sera  Jifiie  et  dijjéretite 

[z      c]'"- 

de  zéro. 

11  s'ensuit  de  là  que  la  fonction 
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sera  uniforme,  continue  et  différente  de  zéro  pour  tous  les  points 
de  l'aire  3. 

Cet  exposant  ni,  qui  est  l'indice  de  la  première  des  dérivées 
f  i^z),  f" [z),  .  .  .  qui  ne  s'annule  pas  au  point  c,  s'appelle  Vindice 
de  la  fonctiony(z)  au  point  c.  Cet  indice  exprime  l'ordre  infini- 
tésimal dey^(2;)  pour  z  —  c  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

D'après  cela,  la  fonction  ^(c)  pourra  toujours  se  mettre  sous  la 
forme 

f{z)  =  {z-cy"g{z), 

g{z)  étant  une  fonction  de  z,  uniforme,  continue  et  différente  de 
zéro  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  3. 

1  lo3.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  f[z)  soit  uniforme, 
continue  et  différente  de  zéro   dans   toute  l'étendue  de  l'aire  3, 

excepté   au  point  c,  où  elle  devient  infinie.  La  fonction  -r^ — :  sera 

uniforme,  continue  et  différente  de  zéro  dans  toute  l'étendue  de 
l'aire  ^,  sauf  au  point  c,  où  elle  s'annulera.  Donc,  en  vertu  de  ce 
qui  vient  d'être  dit,  on  pourra  poser 

/[!)  =  '•-')"»"■(='• 

g^  [z)  étant  une  fonction  uniforme,  continue  et  différente  de  zéro 
dans  toute  l'étendue  de  l'aire  3,  et  n  un  nombre  entier  et  positif. 
Or  l'inverse  de  g^  [z), 


jouit  évidemment  des  mêmes  propriétés  que  g{{^)-  Y^oncJ{z), 
qui  a  un  infini  en  c,  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

f{z)  =  [z-c)-'^g[z], 

g[z)  désignant  une  fonction  uniforme,  continue  et  différente  de 
zéro  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  ^,  et  n  étant  un  nombre  entier 
et  positif. 

Enfin,  û  f[z)  n'a  ni  zéro  ni  infini  dans  l'intérieur  de  l'aire  ;3,  on 
pourra,  par  analogie,  la  mettre  sous  la  forme 

f{z)  =  [z-cYg[z], 
g[z)  étant  une  fonction  de  même  nature  que  précédemment. 
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Donc  enfin,  si  une  Juncfiu/if[z).  uniforme  dans  toute  l'éten- 
due de  l'aire  3,  est  en  même  temps  continue  et  différente  de  zéro 
dans  toute  cette  étendue,  sauf  peut-être  au  seul  point  c,  où  elle 
pourra  devenir  nulle  ou  injinie,  on  pourra  mettre  toujours  cette 
fonction  sous  Informe 

(.)  /{z]  =  [z-cy"g{z], 

g  [z)  étant  une  fonction  uniforme,  continue  et  difjérente  de  zéro 
dans  toute  l'étendue  de  l'aire  3,  et  m  un  nombre  entier,  positif, 
nul  ou  négatif,  exprimant  l'ordre  infinitésimal  [186^  de  la  fonc- 
tion f[z)  dans  le  ^voisinage  du  point  c.  Ce  nojnbrc  m  s'appellera, 
dans  Ions  les  cas,  Vindice  delà  foncliony(~)  an  point  c. 

H54.   De  Téqualion  (i)  on  tire 

(2)  f[^)  =  U^  c]"'-^[[-^-  c)g'[z]-^  mg[z';\, 

et,  comme  g"' (r;)  est  finie  et  continue  dans  tonte  l'étendue  de  3 
[H36],  l'expression  entre  crochets  dans  le  second  membre  de  (2) 
sera  finie  et  continue  dans  tonte  l'étendue  de  ;H,  et  difi'érente  de 
zéro  pour  z=c.  Donc  l'ordre  infinitésimal  àc  f  [z)  en  c  est  égal 
km  —  I.  Par  conséquent,  Vindice  de  la  dérivée  d' une  fonction 
nulle  ou  infinie  pour  z  =  c  est  égal  à  l'indice  de  la  fonction, 
diminué  d'une  unité. 

Cette  règle  ne  s'appliquerait  plus  au  cas  de  7?^  =  o. 

Il  résulte  de  là  que,  si  une  fonction  uniforme  est  infinie  en  un 
point  c,  toutes  ses  déri\^ées  sont  infinies  en  ce  même  point  [383]. 

1155.  Connaissant  les  indices  de  plusieurs  fonctionsy, ,  f,  .  .  . , 
on  pourra  trouver  aisément  l'indice  d'une  fonction  rationnelle 
quelconque  de  ces  fonctions,  laquelle  sera  formée  au  moyen  des 
trois  opérations  d'addition  (comprenant  la  soustraction),  de  mul- 
li])licalion  et  de  division. 

Soient  /n, ,  m,  les  indices,  relatifs  au  point  c,  des  deux  fonctions 
/il  fij  continues  et  différentes  de  zéro  en  tout  autre  point  de 
l'aire  21,  et  soient  «j,  «o  deux  constantes  qui  ne  sont  ni  nulles  ni 
infinies.  La  fonction 

F  =  «,/,  4-  aj,_ 

pourra,  suivant  ce  que   nous  venons  de  voir,   se  mettre  sous  la 
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forme 

F  =  «1    3  —  c]'"igi  -+-  a,  [z  —  cy"'.g,, 

fi\i  gi  étant  deux  fonctions  continues  et  différentes  de  zéro  en 
tout  point  de  l'aire  3. 

Soit  maintenant  a  un  nombre  entier  et  fini  quelconque,  tel 
qu'aucune  des  deux  sommes  u.  -h  JHf,  y.  -+-  m-j  ne  soit  négative.  En 
multipliant  les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  par  [z — c y"-, 
il  vient 

Chacun  des  deux  termes  du  second  membre  étant  une  fonction 
uniforme  et  continue  dans  le  voisinage  du  point  c,  il  en  sera 
de  même  du  premier  membre 

[z-cYY. 

Or  ce  produit  est  lui-même  d'un  certain  ordre  y.  de  sorte  que 
l'on  a,  V  étant  entier  et  G  désignant  une  fonction  uniforme,  con- 
tinue et  différente  de  zéro, 

[z  —  c V^ F  =  ' z  —  c  '(j. 

Donc 

Y  =  [z  —  c]-'--'Gy 

et,  par  suite,  F  est  une  quantité  de  l'ordre  entier,  positif,  nui  ou 
négatif,  v  —  u.. 

La  fonction  F,  si  v  —  7.^0,   ou   son  inverse -5  si  v  —  v. <^o, 

r 

sera  continue  dans  le  voisinage  de  c.  Donc  le  point  c  est  un  infini 
de  l'une  des  deux  fonctions  F,  -5  et  l'autre  sera  alors  finie  et  con- 
tinue dans  le  voisinage  de  c.  Donc  la  fonction  F  sera  continue,  ou 
du  moins  elle  n'aura  que  des  infinis  de  première  espèce. 

F  pourrait  s'annuler  en  d'autres  points  de  3  que  le  point  c.  On 
dirait  alors  pour  ces  points  ce  qu'on  vient  de  dire  pour  le  point  c. 
Les  zéros  de  F,  autres  que  le  point  c,  seront  nécessairement  isolés 
les  uns  des  autres,  comme  cela  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu  au 
n°  11-44,  à  moins  que  lafonction  F  ne  se  réduise  identiquement  à 
zéro. 
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1156.   Les  fonctions 
pourront  s'écrire  sous  la  forme 

"^1  -ifo  et  —  étant  des  fonctions  uniformes,  continues  et  différentes 

bi 

de  zéro  en  tout  point  de  3,  9  et  /  auront  au  point  c  pour  indices 
respectifs  /;?,  +  mo  et  //z,  — m^-  En  tout  autre  point  de  3,  <p  et  ;/ 
seront  continues  et  diflérentes  de  zéi'o.  Ces  fonctions  présenteront 
donc  le  même  caractère  que^,  et  J\,  savoir,  d'être  uniformes  et 
continues  dans  toute  l'étendue  de  3,  à  l'exception  du  point  c,  où 
elles  peuvent  avoir  un  infini. 

Plus  généralement,  si  ion  considère  une  fonction  de  la  forme 

> 

les  fonctions 

/il   /21      ■   ■   ■■:   fjl     Vu     ?2i      •  •   •  •     ?/■ 

ayant  au  point  c  les  indices  respectifs 

W],    /?.'o,    .  .  .  ,   wy,   y-i,   y-2,    .  .  .,    fz-A) 

l'indice,  au  même  point,  de  la  fonction  proposée  sera 

(wj  H-  ni^-\-  .  .  .  -h  m j\  —  [  u-i  4-  y.^  +  .  .  .  H-t//,.]. 


Le  caractère  des  fonctions  uniformes,  continues  et  différentes 
de  zéro,  à  l'exception  d'un  nombre  limité  de  zéros  et  d'infinis 
isolés,  ne  se  perd  donc  pas,  lorsque  l'on  combine  les  fonctions  par 
addition  (ou  soustraction),  multiplication  et  division,  de  manière 
à  en  former  une  fonction  rationnelle  quelconque. 
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§  VII. 

DÉVELOPPEMENT    EN    SÉKIE    d'unE    FONCTION    UNIFORME 

EN    TOUT     POINT    d'uNE    AIKE    DONNÉE,    A    l'eXCEPTION     d'uN    NOMBRE 

LIMITÉ    d'infinis    DE    PREMIERE    ESPÈCE. 

1157.   Soient  r,,  Cj ca   des  points  isolés,  pris  à  l'intérieur 

de  l'aire  3,  et  /;/|,  ///;. m^  des  indices  positifs  quelconques. 

La  fonction 

(i)  ¥  =  [z  —  Ci]"'>{z  —  c,y"'.. .  .(z  — c/,;"'i 

sera  uniforme  et  continue  en  tout  point  de  ;?l  et  ne  s'annulera  qu'aux 
points  Cl ,  Cj,  .  .  . ,  C/i.  Elle  n'aura  donc  aucun  infini,  mais  seulement 
des  zéros  isolés  en  ces  points  c.  Donc  l'indice  de  cette  fonction 
sera  positif  aux  points  c,  nul  dans  tout  le  reste  de  l'aire. 

Si  l'on  pose 

F  =  (3  — f,)"'.G, 

il  est  clair  que  G  sera  une  fonction  uniforme  et  continue  dans  toute 
l'aire  3,  et  qui  ne  s'annulera  pas  au  point  c,.  Donc  7??i  sera  l'in- 
dice de  F  au  point  C| .  Pareillement,  m^,  •  •  • ,  m/t  seront  les  indices 
de  F  aux  autres  points  zéros  Co,  .  •  . ,  c^. 

Soit  maintenant  /'=y^(z)  une  fonction  quelconque,  uniforme 
dans  toute  l'étendue  de  3,  et  continue  dans  la  même  étendue, 
excepté  aux  A"  points  c,  ,C2, ...,  c/,,  où  elle  devient  infinie.  Les  indices 
de /"en  ces  points  seront  des  entiers  négatifs 

—  «1,      —  «21       •  •  •  1      —  "A- 

En  tout  autre  point  de  ^,  l'indice  de /"  sera  nul  ou  positif. 
Si  l'on  considère  le  produit 

ê'  =  F/ 

de  la  fonction  y  par  la  fonction  pré  cédente  F,  ce  produit  sera  uni- 
forme et  continu  en  tout  point  de  3  autre  que  les  points  c.  En  un 
pointe,  l'indice  de  ce  produit  sera  m  —  n;  en  tout  autre  point, 
l'indice  de  g  sera  égal  à  celui  de  y,  et  par  suite  nul  ou  positif. 

Si  donc  on  prend  les  indices  7/i|,/?«o,  .  .  .,  j?i/f  respectivement 
égaux  à  /Z|,«o,  .  .  .,  71/^,   les  indices  du   produit  g  aux  points  C(, 
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Ca,  .  .  •  ,  c/i  seront  tous  nuls,  et,  parlant,  la  fonction  g  sera  finie  et 
continue  en  ces  points  c,  comme  en  tout  autre  point  de  l'aire  3. 

Donc,  si  la  Jonction  J^  est  discontinue  seulement  aux  points 
C|,  Co.  .  .  . ,  C/-,  et  que  les  indices  correspondants  à  ces  points  soient 
—  // , ,  —  //o —  ///,,  le  produit 

g[z]  =  [z  —  Ci)"<[Z  —'-i)"--.   .  .(c  —  C/;.;"l/lz) 

sera  une  Jonction  uni/orme  et  continue  dans  l'étendue  entière  de 
l'aire  3, 

On  pourra,  par  conséquent,  développer  cette  fonction,  par  le 
théorème  de  Cauchv,  dans  l'intérieur  d'un  cercle  tracé  dans  3 
autour  d'un  centre  quelconque  y,  et  l'on  aura  ainsi 

g'(3]=r/o+  rt,f2  —  y)  +  ^2(3  —  7)2+ 

en  posant 


On  a,  par  conséquent,  dans  l'intérieur  du  même  cercle, 

.,_^_  ffp  +  Oi  i  z  —  y  )  4-  «2  (  z  —  y  )-  -^ 

J     \'"  i  /    _  ^       Ml      I    ^  -Mi  /    _ 


1!58.   En  particulier,   s'il  n'y  a  qu'un  seul  point  c,  en  prenant 
ce  point  pour  y,  on  aura 


/{-)  = 
27:1  J^{z- 


d'oii  l'on  tire 


/{^)=-, -^+-    •+  7^^^-^ +««+ ^'«+i(s  — c)-l-. 


On  a  ainsi  le  développement  de  la  fonction  /(c  )  suivant  les  puis- 
sances entières,  négatives  et  positives,  de  :î  —  c. 

On  tire  de  là  immédiatement  l'expression  du  résidu  de  la  fonc- 
tion ^(z)  pour  le  point  c.  On  a,  en  effet,   d'après   ce   que  nous 
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avons  vu  [1131], 


— -•    /  f[z)dz  =  a„_ 

"2.  i.l  J ç 


I  .  2  .  .  .  (  «  —  I  j 

I  ,.  ^/"-'[.-"/(f  +£    1 

lim  L    .    V 


\  .1.  .  .    Il  —  I  j   .=0  ''' "     ' 

Donc,  sif[z)  est.  une  jonction  uniforme  dans  le  voisinage  du 
point  de  discontinuité  c,  et  que  — n  soit  l'indice  de  la  fonction 
en  ce  point,  le  résidu  de  la  fonction  relatif  au  point  c  sera  donné 
par  la  formule 


—    1    f[z\dz=.  lim 


i«—  », 


1159.  So'ilfix)  une  fonction  finie  et  continue  en  tout  point  du 
plan  situé  à  distance  finie  de  l'origine  ou,  si  nous  employons  la 
représentation  sur  la  sphère  [1111],  en  tout  point  de  la  sphère  autre 
que  le  point  O'.  Partageons  la  sphère  en  deux  calottes  3,  3',  dont 
l'une  contienne  O  et  l'autre  O',  et  transportons  les  points  de  la 
calotte  inférieure  3'  sur  le  plan  antipode. 

La  fonction  y(2r)  =  /'( —  )=  (p(z')  sera  finie  et  continue  pour 

toute  valeur  de  z',  excepté  z'  =  o.  Soit  — n  l'indice  de  cette  lonc- 
tion  pour  :;' =  o.  On  pourra,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  dé- 
velopper la  fonction  z'"o{z'),  uniforme  et  continue  dans  toute 
l'étendue  de  l'aire  3',  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  de  z',  et  poser 

z"''f{z']  =  rt„+  «,2'  +  .  .  .  +  r^,_,.-"'-'+  <1„3'«, 

Q.,1  étant  une  fonction  finie  et  continue  dans  toute  l'étendue  de 
l'aire  3'.  Donc 

d'où,  en  remplaçant  z'  par  -■>  9(-')  pai'^  (  -)> 

o,  =f[z)  -  [a,z-  +  a,  ,3"-'  +  .  .  .  +  r/„_,  3), 
formule  vraie  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  3'. 
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Or  la  ioiulion  H,,  csl  Unie  et  continue  sur  toute  la  calotte  3'; 
elle  l'est  é vidcmnicnt  aussi  sur  toute  la  calotte  3.  Donc  elle  l'est 
sur  toute  la  sphère,  et,  par  conséquent  [1137],  elle  se  réduit  à  une 
constante  a„.  On  a  donc 

f[z]=  rto3"-|-  a^z"'^  +  .  .  .-+-«„_,  3  +  «„. 

Donc  une  Jbnct/o/i  unijonnc  qui  ne  devient  infinie  que  pour  z 
infini  et  qui  jyour  toute  autre  valeur  de  z  reste  finie  et  continue  est 
une  fonction  rationnelle  et  entière  de  z,  dont  le  degré  est  égal  à 
l' indice  du  point  z  ^^^zc  . 

1160.  Su[)posons  maintenant  que  la  fonctiony(s)  ait  des  infinis 
0, ,  Co,  . . . ,  cji  autres  que  le  point  de  l'infini  O'.  Partageons,  comme 
précédemment,  la  sphère  en  deux  calottes,  contenant  l'une  tous 
les  points  c,  l'autre  le  point  O',  qu'il  soit  ou  non  un  infini. 

Suivant  ce  qui  a  été  établi  [1157],  la  fonction  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

Ht,  71-2,  '  .    ,  /?/,  étant  les  indices  des  points  c^,c.2,  •  •  •  ,t'/;,  de  sorte 
que  la  fonction 

Y{z]  =  [z-c,]"^{z-c,)"'....[z-c,]"^/lz) 

sera  uniforme  et  continue  dans  toute  l'étendue  de  la  calotte  supé- 
rieure. 

Elle  sera  également  uniforme  et  continue  en  tout  point  de  la 
calotte  inférieure,  excepté  peut-être  au  point  O'.  Donc,  d'après 
le  numéro  précédent,  cette  quantité  F(c)  sera  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  z,  d'un  degré  Ji  marqué  par  son  indice  au 
point  O',  et  par  suite  delà  forme 

Donc  la  fonction  proposéey(^)  sera  delà  forme 
ff,tz"  -f-  a„_^  z"-'  -t-  ■  .  ■  4-  r/n 

■     [z  —  Cl  j".(3  —  C2J"i.   ■   .{z   —  C,/j"k 

le  numérateur  se  réduisant  à  une  constante,  si  la  fonction  F[z)  est 
finie  en  O'. 
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Donc  toute  fonction  uniforme  et  continue  dans  toute  l'étendue 
de  la  sphère,  à  l' exception  d  un  nombre  limité  d 'infinis  de  première 
espèce,  est  une  fonction  rationnelle. 

H61.  Soient  c,,  C2,  ...,  Ck  tous  les  points  où  la  fonction  /'(z) 
devient  nulle  ou  infinie  sur  le  plan  horizontal  :  Ui,  yi-..  ■  ■  ■ ,  Jik  leurs 
indices,  positifs  ou  négatifs,  La  fonction 


Z  —  f,)".(3  —  C^]"^.   .  .[Z~C,, 


ne  pourra  devenir  nulle  ou  infinie  en  aucun  point  du  plan.  Donc 
elle  se  réduira  à  une  constante  A  [1137],  et,  par  conséquent, 

/(2)=.A(3-C0".(3-C,)"....(3-Q.)".. 

Donc  une  fonction  uniforme  et  continue  dans  toute  l'étendue 
de  la  sphère,  à  V exception  d'un  nombre  limité  d'infinis  de  pre- 
mière espèce,  est  connue,  à  un  facteur  constant  près,  dès  que  l'on 
donne  ses  zéros  et  ses  infuds  avec  leurs  indices  respectifs. 

Expression  de  l'indice  d'une  fonction  sous  la  forme  d'un  résidu. 

•1162.  Soit/(c)  une  fonction  uniforme ,  continue  et  différente 
de  zéro  en  tout  point  de  l'aire  3,  excepté  au  point  c. 

Si  m  est  l'indice  def[z)  au  jDoint  c,  et  que  l'on  mette  f[z)  sous 
la  forme  [1153] 

[z-cy-g[z], 

la  fonction  g  et  sa  valeur  réciproque  -  seront  l'une  et  l'autre  uni- 

8 
formes  et  continues  en  tout  point  de  l'aire  3.  Il  en  sera  de  même 

de  la  dérivée  g'{z)  et  du  rapport  ''^    _    •  Donc  l'intégrale 


X 


dg{z] 


^   ap- 


prise autour  d'une  aire  qui  ne  renferme  aucun  zéro  ni  aucun  infini 
de  la  fonction  à  intégrer,  sera  nulle.  En  remplaçant  maintenant 
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is(z)  par  sa  valeur  ,-  -  ^^Vr:?  on  a 

Or  l'inlc^ralc    / a  pour  valeur  o.r.i.  Donc  la  formule  précé- 

^-'J^f  -^-^Jcf  -^-^  Je 


c'est-à-dire 

(h 
dente  donne 


Donc  l  indice  d  une  Jonction  f  an  un  point  c  est  égal  au  résidu 

.  f''z\ 

de  Ici  dérivée  logaiilltniii/iie  de  cette  fonction,  '— — -  =Dj:logy(c), 

relalij  au  point  c. 

1163.  Si,  au  lieu  d'un  seul  zéro  ou  inlini  c,  l'aire  3  en  contient 
plusieurs  Ci,C2,  .....  la  somme  algébricpic  des  indices  de  la  lonc- 
lionyfz)  en  ces  points  sera  égale  à  la  somme  des  résidus  de   la 

l'onction  -rT-\  l'clatifs  à  ces  mômes  points,  c'est-à-dire  [1132]   au 

lésidu  intégral  de  cette  même  fonction  relatif  à  l'aire  vl.  On  a  donc, 
pour  la  valeur  de  cette  somme  d'indices, 


m  y  +  w.,  4- 


^-'  J:{  /[■ 


Celte  somme,  dans  laquelle  on  peut  comprendre  tous  les  indices, 
égaux  à  zéro,  des  points  de   l'aire  3  qui  ne  sont  ni  des  zéros,  ni' 
des  infinis  de-f[z),  s'appelle  Vindice  intégral  de  la  fonctiony(r;) 
relatif  à  l'aire  3. 

1164.   Si  c  est  une  racine  multiple  de  l'une  des  deux  équations 

f[z]  =  o,    f[z)  =  ^, 
l'indice  m  de  la  fonction  y(^  3}  au  point  c  représentera  le  degré  de 


INDICE  d'une   fonction.  3o3 

multiplicité  de  cette  racine,  pris  positivement  ou  négativement, 
suivant  celle  des  deux  équations  à  laquelle  appartiendra  la  racine. 
En  comptant  donc  une  racine  pour  autant  d'unités,  positives  ou 
négatives,  qu'il  y  en  a  dans  son  degré  de  multij)licité,  on  voit  que 

l'indice  intégral 

M  =  /«i  -H  m.,  -h  .  .  . 

relatif  à  l'aire  vl  représente  l'excès  du  nombre  des  racines  de  l'é- 
quation y(3)  =  o  comprises  dans  l'aire  ^  sur  le  nombre  des 
racines  de  i'équationy(3  )  =  oo  comprises  dans  la  même  aire,  en 
d'autres  termes,  l'excès  du  nombre  des  zéros  sur  le  nombre  des 
infinis  de  la  fonction  f[z)  dans  l'intérieur  de  l'aire  3. 

1  J6o.  Si  l'on  suppose  que  l'aire  ^  contienne  un  certain  nombre 
de  zéros  et  d'infinis  f, ,  Co,  ...  de  la  fonction /"(z),  dont  les  indices 
respectifs  soient  //|,  n-^.,  ....  et  que  l'on  applique  à  la  fonction  la 
transformation  par  rayons  réciproques  du  n°  1114,  l'aire  3',  qui  a 
pour  contour  la  courbe  transformée  du  contour  de  3,  contiendra 

tous  les  autres  zéros  et  infinis  de  /  |  —  j  ^f^zj  (y  compris,  s'il  y 

a  lieu,  ^'=:  o  ou  3  :=  oo  I,  c\  ,  c.,,  .  . .,  d'indices  respectifs  Ji\  ,  n'.,,  .... 
Les  indices  intégraux  des  aires  3  et  ^'  ont  pour  valeurs 


■-^iL  7' 


—  C  'Il 


•j.  - 1 


Mais,  l'argument  de  2'=  -  e~^P  étant  de  signe  contraire  à  l'ar- 
gument de  z,  ^;' parcourra  le  contour  de  3'  dans  le  sens  rétrograde, 
tandis  que  z  parcourra   celui  de  3  dans  le  sens  direct.  Donc  les 

,  .      ,       ,        r  df      r    df  ,     -  ,      . 

deux  intégrales   1     -—.■>     j      —7  sont  égales  et  de  signes  contraires,  et 

leur  somme  est  nulle,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

«1  ^-  «o  +  .  .  .  -h  «',  +  «'^  H-  . .  .  ^^  o. 

Donc,  sij'i^z)  est  une  fonction  uniforme  dans  toute  V étendue 
du  plan,  la  somme  des  indices  de  la  fonction  pour  tous  les  points 
du  plan  est  nulle. 
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En  d'autres  termes,  le  nombre  total  des  zéros  d' une  fonction 
uniforme  est  égal  au  nombre  total  de  ses  infinis,  en  comptant 
chaque  zéro  ou  cluif/ue  infini  autant  de  fois  qu'il  y  «  d' unités  dans 
son  indice. 

H66.  Considérons,  par  exemple,  \\n  pohnôme  du  degré  m. 
Pour  z  =  00  ,  le  polynôme  deviendra  infiniment  grand  delordre/zi, 
et  il  ne  devient  infini  pour  aucune  valeur  finie  de  z,  de  sorte  que, 
pour  tous  les  points  du  plan  situés  à  des  distances  finies  de  l'origine, 
les  indices  sont  nuls  ou  positifs.  La  somme  de  ces  indices  positifs 
devant  être  m,  le  polynôme,  égalé  à  zéro,  admettra  donc  m  racines, 
égales  ou  inégales,  ce  qui  donne  encore  une  démonstration  du 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations. 
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